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Resumo:

Queremos apresentar um resultado devido a P. Hall que da condicbes para
a existéncia de subgrupos em grupos soluveis. Tal resultado generaliza os
Teoremas de Sylow para grupos sollveis e é uma reciproca fraca do
Teorema de Lagrange para grupos finitos.

Introducao

Um antigo problema em Matemética consistia em determinar uma féormula
para as raizes de polinbmios que envolvesse apenas as quatro operacdes
bésicas e a radiciacdo. Tais formulas eram conhecidas para polindémios de
graus 2 desde os tempos dos babilénios e para polinbmios de graus 3 e 4
tais formulas existem desde o século XV e sdo devidas a del Ferro,
Tartaglia, Cardano e Ferrari. Por isso, diz-se que tais polinbmios sao
solaveis por radicais. No primeiro ter¢co do século XIX, Abel demonstrou que
nem todo polinbmio de grau 5 é soluvel por radicais. Por fim, Galois
caracterizou os polinbmios sollveis por radicais através da solubilidade do
que hoje chamamos de Grupo de Galois, definido como o grupo de
permutacfes das raizes do polindmio. Galois provou que um polindmio é
solavel por radicais se e somente se 0 grupo de Galois a ele associado é
solavel. A teoria desenvolvida por Galois ndo serviu apenas para enriquecer
0 estudo de polindmios, mas também contribui com uma nova ideia: os
grupos soluveis.

Apresentaremos a seguir as principais definicbes e resultados que sao
necessarios para a compreensdo do Teorema de Hall.
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Materiais e métodos

Foram realizadas pesquisas bibliograficas, estudo e discussao tedrica do
tema abordado.

Resultados e Discussao

Apresentamos abaixo os principais resultados estudados sobre os quais
falaremos na apresentacdo. Maiores detalhes podem ser encontrados em
(ROTMAN, 1994) e (BHATTACHARYA; JAIN; NAGPAUL, 1994).

Definicdo 01: Um conjunto ndo vazio G munido com uma operacdo binaria
interna - € dito ser um grupo se tal operacao for associativa, admite elemento
neutro e todo elemento de G admite um inverso. Quando tal operacao for
também comutativa, diremos que o grupo € abeliano.

A cardinalidade de G é denotada por |G le chamada ordem de G.

Definicdo 02: Um subconjunto ndo vazio H de um grupo G é dito ser um
subgrupo de G, se H com a operagdo do grupo for um grupo.
Equivalentemente, H sera um subgrupo se e somente se H for fechado para
a operacao do grupo e todo elemento de H admitir um inverso. Neste caso
escrevemos H = G.

Todo grupo possui pelo menos dois subgrupos: o grupo todo e o conjunto
formado pelo elemento neutro. Tais subgrupos sdo chamados triviais.

Dado um subgrupo H de um grupo & e g um elemento de &, definimos a
classe lateral a esquerda de H determinada por g como sendo 0 conjunto
gH:={g-h; h € H}. Analogamente, definimos a classe lateral a direita de
H determinada por g.

O conjunto de todas as classes laterais a esquerda de H em G é denotado
por GfH. Sua cardinalidade € chamada indice de H em G e denotado por
[G: H].
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Teorema 03 (Teorema de Lagrange). Se 6 é um grupo finito e H € um
subgrupo de &, entdo a ordem de H divide a ordem de &. Mais
precisamente, |G| = [G: H]|H|.

A reciproca de Teorema de Lagrange ndo é verdadeira. Porém, alguns
resultados nos fornecem reciprocas “fracas”. Os Teoremas de Sylow (que
nao apresentamos aqui) sdao um exemplo disso. O Teorema de Hall,
apresentado adiante é outro exemplo.

Seja N um subgrupo de um grupo G e g um elemento de G. Note que nao ha
motivo para termos gN = Ng. Porém, quando isso vale para todo elemento
g do grupo G, diremos que N é um subgrupo normal de G e escrevemos

N = G. Neste caso, 0 conjunto G}-’N € um grupo com a operacao dada por:
aN - bN := (a- b)N, para quaisquer a,b £G. Tal grupo é chamado grupo
guociente de G por N.

Definicdo 04: Uma série normal de um grupo G é uma sequéncia de
subgrupos {e} =G, <G, =G, < <G, =G tal que cada G; é normal em

G;.1. Os grupos quocientes G"fﬂ sdo chamados fatores, 1 < { < n.
i—-1

Definicdo 05: Uma série de composi¢cdo de um grupo G € uma série normal
sem repeticdes, {e} =G, =G, = G, =--= G, =G cujos fatores Gf}G_ X
i

chamados fatores de composic¢ao, sao grupos simples, 1 < i < n.
Proposigéo 06: Todo grupo finito possui uma série de composicao.

Definicdo 07: Um grupo G é dito ser solivel se & tem uma série de
composicéao cujos fatores sao grupos abelianos.

Proposi¢éo 08: Todo grupo finito e todo grupo abeliano € solavel.

Teorema 08 (Teorema de Hall): Seja G um grupo solavel finito de ordem nm,
tais que n e m Sdo primos entre si. Entdo G tem um subgrupo de ordem .
Mais ainda, se H e K sao dois subgrupos de ordem =, entdo existe um
elemento g em G tal que H = g™ 'Kg.

Conclusbes

No projeto de iniciagdo cientifica estudamos toda a Teoria de Grupos
necessaria para entendermos o Teorema de Hall.
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