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Resumo:

O presente projeto teve como objetivo o estudo sobre campos de vetores
em espacos euclidianos e nao euclidianos. A meta principal é desenvolver a
maneira formal de definir e estudar campos de vetores sobre superficies,
introduzindo a teoria global de campos de vetores sobre variedades.

Introducao

O objetivo central desse projeto foi fazer uma introdugéo a teoria de campos
de vetores sobre variedades diferenciais por meio de um estudo de campos
de vetores sobre superficies. Foram estudados o0s conceitos de
diferenciabilidade no E", formas diferenciais, campos de vetores e fluxo de
campos de vetores. Introduzimos também a maneira formal de definir e
estudar campos de vetores e fluxo sobre variedades, aplicando isso no caso
de superficies. Para uma visualizacdo imediata foi considerado os casos bi e
tridimensionais. A motivagao principal para a execugao desse projeto sao as
aplicac6es de campos de vetores em areas de estudo na Fisica. Pelo menos
em termos de terminologia, o conceito de campo de vetores tem raizes em
exemplos fisicos como campo gravitacional, campo eletrostatico, campo de
velocidades de um fluido, etc.

Materiais e métodos

Os materiais utilizados foram os livros (CARMO, 2006; LIMA, 2006). O
método de estudo adotado foi o estudo individual dos tépicos do programa,
com apresentacdes semanais de seminarios ao orientador a fim de expor
os resultados obtidos e esclarecer possiveis duvidas, assim o orientador
pode indicar os possiveis problemas e 0os novos tdpicos a serem estudados.
No final do projeto foi apresentado um relatério técnico com os resultados
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alcangados. O orientando também apresentard em encontros de iniciagéo
cientifica os resultados obtidos durante a realizacdo do projeto.

Resultados e Discussao

Inicialmente estudamos o0s conceitos basicos de continuidade e de
diferenciabilidade no R™ Avancamos com o estudo sobre curvas, onde
podemos denominar subconjuntos de R3, que em certo sentido sé&o
unidimensionais e podem ser aplicados os métodos do calculo diferencial.
Estudamos as curvas diferenciaveis parametrizadas, juntamente, vimos
curvas regulares e o comprimento de arco. Desenvolvemos a teoria local das
curvas parametrizadas pelo comprimento de arco. Dentro deste estudo,
vimos o Triedo de Frenet, com o qual obtemos as principais caracterizagbes
de curvas. Depois disso iniciamos o estudo de superficies regulares. Estas
sao definidas como um subconjunto S do R® tal que, para cada ponto em S,
existe uma vizinhanca V desse ponto em R3 e uma aplicacdo X de um
conjunto aberto de R? sobre a intersec¢éo de V com S que esta contida em
R3, de tal maneira a satisfazer trés condicdes: (1) X ser diferenciavel; (2) X &
um homeomorfismo; (3) Condicao de regularidade. A partir desse conceito,
estudamos os conceitos de mudanca de parametros e funcdes diferenciaveis
sobre superficies. Definimos mudanca de parametro da seguinte forma:
tome um ponto de uma superficie regular S e duas parametrizacfes de S, X
levando um subconjunto U de R2 a S e Y levando um subconjunto V de R?
em S, sendo que o ponto considerado estara na interseccéo de X(U) e Y(V).
Esta interseccéo gera a regido W. A mudanca de coordenadas é entdo dada
pela composicdo da inversa de X com Y, sendo essa aplicagdo um
difeomorfismo. Como dito, vimos os conceitos de func¢des diferenciaveis,
mostramos que, ao estender as definicbes de diferenciabilidade a
superficies, a no¢do natural de equivaléncia associada a diferenciabilidade é
a nocao de difeomorfismo. Duas superficies regulares S1 e S2 sé&o
difeomorfas se existir uma aplicacdo diferenciavel que leve S1 a S2 e que
tenha uma inversa diferenciavel. Estudamos também os conceitos locais das
aplicacdes das funcbes diferenciaveis sobre superficies. Durante os estudos
destes conceitos vimos exemplos de algumas superficies regulares para as
quais podiamos aplicar as propriedades de superficies estudadas. Logo em
seguida estudamos plano tangente e diferencial de uma aplicacdo. Neste
tépico, vimos que a condicdo de regularidade garante que o conjunto de
vetores tangentes as curvas parametrizadas de S, passando por um ponto p,
constitui um plano. Entdo temos que o plano dxq(R?), que passa por x(q)=p
€ chamado de plano tangente e é denotado por TpS. Com esta noc¢ao de
plano tangente vimos o0s conceitos de diferencial de uma aplicagcéo
(diferenciavel) entre superficies. Chegamos entdo a parte final e mais
importante do projeto. Estudamos os conceitos de campo de vetores. Um
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campo de vetores em um conjunto aberto U contido em R2 € uma aplicacéo
gue associa a cada ponto q pertencente a U um vetor w(q) pertencente a R2.
O campo de vetores w é diferenciavel se, escrevendo g=(x,y) e
w(g)=(a(x,y),b(x,y)), as funcbes a e b sdo diferenciaveis em U. Definimos a
trajetoria deste campo, uma curva parametrizada diferenciavel C(t)=(x(t),y(t))
tal que C’(t)=w(C(t)). Estudamos os principais teoremas envolvendo as
caracterizacdes de campos de vetores, até que chegamos a definicdo de
gque um campo de vetores w em um conjunto aberto U contido em S de uma
superficies regular S é a correspondéncia que associa a cada ponto p
pertencente a U um vetor w(p) pertencente ao plano TpS. O campo de
vetores w é diferenciavel em p se, para alguma parametrizacdo X(u,v) em p,
as funcodes a(u,v) e b(u,v) dadas por w(p)=a(u,v)Xu + b(u,v)Xv sdo funcdes
diferenciaveis em p. ApoOs isso vimos alguns exemplos importantes e
finalizamos o nosso estudo sobre campos de vetores proposto no projeto.

Conclusodes

Os resultados desse projeto mostraram a maneira formal de se definir
campos de vetores em espacos ndo-euclidianos, desde que exista uma
estrutura diferenciavel adequada para isso. O estudo dos tépicos de
diferenciabilidade, curvas, superficies, campos de vetores e fluxo sobre
variedades realizados neste trabalho nos permite prosseguir com o0s
avancos nos estudos, e assim aplicar esses conceitos no desenvolvimento
de ferramentas para o estudo de problemas na Fisica.
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