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Resumo:

No presente trabalho apresentamos um método de otimizacdo ndo linear
para resolver problemas de minimizar fungcdes com restricdes definidas por
igualdades. Sao analisados pontos positivos e negativos deste tipo de
abordagem.

Introducao

Diversas aplicacdes que envolvem uma tomada de decisédo, controle de
produgéo, previséo, alocagéo e ajustes podem ser modeladas em termos de
um problema de otimizacdo. A natureza destas aplicacdes podem estar
relacionadas a diversas &reas: economia, engenharia de producao,
engenharia quimica, fisica, estatistica, ciéncia da computacdo entre outras.
Dessa forma, o estudo de métodos capazes de resolver problemas de
otimizacéo é relevante.
De forma geral, um problema de programacdo ndo linear (otimizacdo) é
representado da seguinte maneira:

minf (x)

saxEl
onde f:R" = Re lc R",
As caracteristicas de f e 11, definem problemas diferentes de otimizacéo. Por
exemplo:
(1) Se f é uma funcdo ndo linear e N1 = {x € R*; Ax = b}, temos um
problema de programacéao nao linear com restri¢coes lineares;
(20 Se f € uma funcéo ndo linear e &t = {x € R™;a < x < b}, temos um
problema de programacéao nao linear com restricoes de caixa;
(3 Se f é uma funcdo nédo linear e 0= {x € R"; g(x) <0}, onde
g:R™ = R™, temos um problema de programacao nao linear com restricbes
de desigualdade néo linear.
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Os métodos de otimizacdo sdo construidos de acordo com a estrutura
definida pelo problema. Neste sentido, o objetivo do presente trabalho é
apresentar um método cujo objetivo é resolver problemas de otimizagdo com
a seguinte estrutura:

minf (x) Q)

s.a.h(x) =0

onde f:E"—=R e h:R" -R™ sdo fun¢gbes continuas com derivadas
continuas até ordem 2 e, possivelmente, nao lineares. O método que sera
abordado segue as ideias dos métodos do tipo penalidade externa. Sera
contemplado neste trabalho, além da exposicdo do método, um estudo
analitico sobre o0s pontos positivos e negativos desta estratégia. Os
resultados que serdo apresentados aqui seguem a abordagem dada em
(MARTINEZ; SANTOS, 1995).

Revisdo de Literatura

Os métodos mais comuns na literatura de otimizacdo sdo os métodos para
resolver problemas irrestritos, i.e., problemas em que 1=R" Tais
problemas possuem condicbes de otimalidade simples que motivam a
criacdo de métodos eficientes para resolver o problema de otimizacao
associado, recomenda-se (FRIEDLANDER, 1994; LUENBERGER, 1984;
MARTINEZ; SANTOS, 1995; NOCEDAL; WRIGHT, 1999) para uma leitura
detalhada. Dentre os métodos que sao utilizados para o citado fim,
destacamos o método de Newton, Newton Modificado e o método BFGS
(FRIEDLANDER, 1994; MARTINEZ; SANTOS, 1995).
Embora comuns, os métodos utilizados para resolver um problema na forma
de (1) podem requerer mais sofisticacdo. Existem, na literatura, diversas
abordagens para tratar deste problema, como métodos de regido de
confianca, restauracdo inexata, barreiras entre outros. Destaca-se, neste
trabalho, 0 método de penalidade externa. A ideia deste método € simples e
consiste em gerar, a cada iteracdo, um problema irrestrito associado ao
problema original. A solugéo do problema associado pode n&o ser a priori, a
solucdo do problema (1), tampouco factivel. Mas se o iterando obtido for
factivel ao problema (1), entdo este também sera uma solucao.
O problema associado em questéo é obtido pela insercdo de uma funcéo de
penalizagcao externa.
Definicdo: Uma funcéo P: R* — R, é uma funcéo de penalizacdo externa se P
€ continua em R" e vale

P(x) =0,se h(x)=0

P(x) =0, se h(x) # 0.
Dessa forma, dado um pardmetro p == 0, podemos considerar o seguinte
problema;
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min f(x) + pP(x). 2)
Note que o problema (2) € um problema irrestrito, logo pode-se utilizar, por
exemplo, o0 método de Newton para resolvé-lo. Observe, ainda, que quanto
maior é o valor do parametro pmais castigada sera a solucao do problema
(2) em relacdo a infactibilidade do problema (1). Um algoritmo pode ser
formalizado.
Algoritmo 1: Dados p, x, ER" k =1
passo 1: Calcular x, € R" como solucdo de min f(x) +p,P(x).
passo 2: Escolher py.; = py.k: =k + 1, e voltar ao passo 1.
Vérias escolhas podem ser feitas para a funcdo P. A escolha que sera
adotada neste trabalho € feita preservando a diferenciabilidade da restricao

no problema (1), a saber, P(x) = % IR () I3

Relacionado ao algoritmo apresentado, temos 0s seguintes resultados, cuja
demonstracéo é dada em (MARTINEZ; SANTOS, 1995).
Lema 1. Se £ é um minimizador global do problema (1), entdo, para
k=101,..temos

flxe) = @(xepy) = f(X),
onde @(x,p) = f(x)+ pP(x). Como consequéncia, h(x,) =0 se, e somente
se, € uma solucao global de (1).
Teorema 1. Seja {x,} a sequéncia de minimizadores globais de (1), gerada
pelo Algoritmo 1 com p, = 0. Entdo, todo ponto limite de {x,} € minimizador
global do problema (1).
A priori, o resultado apresentado independe da funcédo de penalizagdo que

se utiliza. Contudo, se P(x) = % ||h(x)]I2 algumas propriedades extras podem

ser exploradas.

Teorema 2. Considerando as mesmas hipéteses do teorema anterior,
definindo A, = p,h(x,) e supondo x, — &, com x minimizador global e ponto
regular, tem-se que %, — A, onde 2 é o vetor dos multiplicadores de Lagrange
associado a x.

Resultados e Discussao

Os resultados obtidos neste trabalho contemplam dois aspectos do método
apresentado: um numérico e um analitico. Considerando o0 aspecto
numeérico, foi feita uma implementacdo do algoritmo apresentado, onde os
subproblemas foram resolvidos utilizando o método de Newton modificado
(esta implementacdo pode ser encontrada em sites.google.com/site/
emersonvitorcastelani). Considerando o aspecto analitico, tem-se algumas
relacdes que expressam instabilidade numérica. De fato, fixado p tem-se
que:
Po(x) = VF(x) + ph'(x)Th(x)
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Plo(x) = P2f(x) + p[W' (TR (%) + X b, ()V2h,(x)]
Utilizando o teorema 2, tem-se para psuficientemente grande:
Vie(x) ¥ V2f(x) + [ X2, AV*h, ()] + p[H (x)TR'(x)].
Assim, observando que o termo dominante p[h'(x)Th'(x)] tem posto

deficiente, temos que a hessiana P?@(x) fica mal condicionada, tornando o
método instavel numericamente.

Conclusbes

O método que foi abordado neste trabalho tem grande apelo geométrico e
facil implementacdo. Estes sdo os dois pontos positivos do procedimento.
Contudo, como foi verificado, o método gera subproblemas mal
condicionados a medida que o parametro p cresce, 0 que representa uma
dificuldade prética a ser considerada. A dificuldade apresentada aqui pode
ser contornada analisando o sistema néao linear que define as condicfes de
otimalidade dos subproblemas. Tal analise resulta em métodos mais
sofisticados denominados de métodos de Lagrangiano Aumentado
(MARTINEZ; SANTOS, 1995).
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