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Resumo:

O principal objetivo deste trabalho é apresentar a teoria de Semigrupos de
Operadores Lineares para analisar a existéncia de solu¢cdo de equacles
diferenciais parciais.

Introducao

A teoria de Semigrupos de Operadores Lineares pode ser utilizada para
resolver uma grande classe de problemas comumente conhecidas como
equacdes de evolucdo. Estes tipos de equacbes aparecem em muitas
disciplinas, incluindo a fisica, quimica, biologia, engenharia e economia.
Eles s&o geralmente descrito por um Problema de Valor inicial (PVI) para
uma equacao diferencial que pode ser ordinaria ou parcial. No lugar de
estudar o PVI diretamente, podemos estudar ele via a teoria de Semigrupos
de Operadores Lineares. A teoria destes Semigrupos de Operadores
Lineares serd apresentada, juntamente com alguns exemplos, que tendem
a surgir em muitas areas de aplicacao.

Materiais e métodos

Os materiais utilizados durante o estudo foram materiais bibliograficos
relacionados com o trabalho em questdo. A metodologia utilizada foi a
realizacdo de seminarios semanais dos topicos deste trabalho sob a
supervisao do professor orientador.

Resultados e Discussao
O Problema Homogéneo

Seja (x,|l.11) um espaco de Banach, 4: D(4) = X — X um operador linear de
X e consideremos para cada u, € X, o problema de Cauchy abstrato:
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du
(1) T (t) = Au(t),t =0
u(0) = u,

Por solucdo de (1) entende-se toda fung¢éo u: R* — X, continua para t = 0,
continuamente diferenciavel para ¢+ = 0, tal que u(t) € D(4) para todo ¢ =0

e que satisfaz (1). A segunda condicao que figura em (1) sera dita condicédo
inicial do problema e w, 0 seu valor inicial.

Teorema 1: Se 4 é o gerador infinitesimal de um semigrupo s de classe (,,
entdo, para cada u, £ D(A), existe uma Unica funcéo

u € C°[0, +0); D(4)) n C*([0,+00); X),

Dita solugéo regular do problema de Cauchy dado em (1). Além disso, se §
for um semigrupo de contragcdes temos que

du
(Il < lluoll e [ (0]| = 14wl < Nawgll ve =0

Teorema 2: Seja A 0 gerador infnitesimal de um semigrupo s tal que
A € G(1,w). Suponhamos que u, € D(4*),k €N,k = 2. Entdo a solucéo do
problema (1) verifica também a seguinte condigé&o:

u € C*7([0,00);D(47)) paraj=0,1,...k.

Teorema 3: Se 4 € o gerador infinitesimal de um semigrupo diferenciavel de
classe c,, entdo, para cada u, € X existe uma unica fungéo

u €C°((0,00);D(4)) n c°([0,00);X) NC*((0,+m0); X)

Que verifica {Z;: (t) = Au(t); em (0,+0)
u{ﬂ} = uu

Problema N&do Homogéneo

Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo § classe ¢, f: R* — X uma
funcdo continua com valores em um espaco de Banach X e consideremos o
problema de Cauchy abstrato
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(3) [%“{tj = Au(t) + F(£),t =0
u{ﬂ] =x

Definicdo 1: Uma funcdo u: R* — X é chamada de solucédo forte se u for
continua para t =0, continuamente diferenciavel para t = 0,u(t) € D(4)
para todo t = 0 e u satisfazer o problema de Cauchy.

Teorema 1: O sistema (3) tem uma solugédo forte para todo x € D(4) se, e
somente se, a funcéo  dada por

o(8) = J S(t — ) f(s)ds
o

For continuamente diferenciavel para todo t = 0.

Teorema 2: Seja 4 o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe (,,
Ff:RT — X uma funcdo continua e suponhamos que f satisfaca uma das
seguintes condicdes:

i) f é continuamente diferenciavel em todo t = @;
i) f(t) € D(A) para todo t=0 e Af € continua. Entdo para todo
x € D(A),o sistema (1) tem solucao forte.

Definicdo 2: Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo 5 de classe ¢,.
Uma funcéo u a qual é diferenciavel quase sempre sobre [0,T] e tal que
u' € L(0,T; X) é dita solugdo forte do problema de valor inicial (3) se
u(0) = u, e u'(t) = Au(t) + f£(t) quase sempre sobre [0,T].

Coroléario 1: Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo § de classe ¢,.
Se f é diferenciavel quase sempre em [0,T] e f' € L'(0,T;X) entdo, para
todo u, € D(4) o problema (3) possui uma Unica solugé&o forte em [0,T].

Definicdo 3: Diz-se que uma fungdo f: R* — X é continua no sentido Holder
para t =0 se |If(t)—Ff(s)l<L(t—s)% 0<s<t Onde L e k sdo
constantes com 0 =< k = 1. Quando k = 1 dizemos que £ é Lipschitz continua.

Corolério 2: Seja X um espaco de Banach reflexivo e consideremos 4 o
gerador infinitesimal de um semigrupo 5 de classe C, sobre X. Se f é
Lipschitz continua sobre [0,T] entdo para todo u, € D(4) 0 problema de
valor inicial (3) possui uma unica solucéo forte u sobre [0,T] dada por
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u(t) = S(tuy + j S(t—s)f(s)ds.
1]

A teoria de semigrupos de operadores lineares foi baseada em: (PAZY,
1983).

Exemplos especificos sobre existéncia de solu¢des de equacdes diferenciais
parciais utilizando a teoria de semigrupos podem ser encontrados nas
seguintes referéncias: (PAZY, 1983, GOMES, 1999 e BREZIS, 2011).

Conclusodes

Atualmente, a teoria de semigrupo é caracterizada por suas aplicacdes
multiplas, ndo s6 para as areas tradicionais, tais como equacdes diferenciais
parciais ou processos estocasticos. As técnicas associadas a teoria de
semigrupos tornaram-se ferramentas importantes para a resolucdo de
equacdes integro-diferenciais e equacbes diferenciais funcionais, em
mecanica quantica ou na teoria de controle de dimensao infinita. Os métodos
de semigrupos também sao aplicados com grande sucesso para equacdes
concretas decorrentes, por exemplo, na dinamica populacional ou teoria de
transporte.
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