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Resumo  
 
No presente trabalho, estudamos o comportamento da densidade de 
probabilidade (PDF) dos tempos de retorno. Isto no contexto de uma 
caminhada aleatória com uma força externa derivada de um potencial 
elástico generalizado. Para esse fim, utilizou-se de simulações com a forma 
discreta da equação de Langevin. Verificou-se que a PDF dos tempos de 
retorno é bem ajustada por uma distribuição de Weibull. 
 
Introdução  
 
Ao se iniciar o estudo em caminhadas aleatórias, uma equação de Langevin 
com uma força externa elástica é um dos primeiros casos a serem 
estudados, por sua simplicidade (TOMÉ, 2014). Todavia não há uma análise 
aprofundada do efeito que mudanças no expoente do potencial elástico, na 
constante elástica e no coeficiente de difusão causam nos tempos de retorno 
de uma caminhada aleatória. O presente trabalho é uma tentativa de se 
preencher esse vazio. Neste contexto, considera-se uma generalização do 
potencial elástico clássico, dada por 

 
em que K é a constante elástica e definimos n como um número real maior 
que um.  
 
Os objetivos do presente trabalho são analisar as mudanças causadas pela 
alteração da constante elástica, coeficiente de atrito, constante de difusão e 
expoente do potencial na PDF dos tempos de retorno. O estudo ocorreu por 
meio de simulações e comparação com modelos já propostos na literatura.   



 
 
Revisão de Literatura  
 
A equação de Langevin de uma partícula em uma dimensão, sujeita a uma 
força externa derivada do potencial U(x), é  

 
em que κ é a razão da constante elástica pelo coeficiente de atrito e η é um 
ruído branco, i.e., possui as seguintes propriedades 

 
em que D é o coeficiente de difusão (TOMÉ, 2014). É visível que a equação 
de Langevin anterior é uma equação diferencial ordinária estocástica não 
linear, se n≠2. Portanto, a sua solução não é trivial de ser obtida, com 
exceção do caso harmônico, n=2, no qual essa se torna linear. Também é 
claro que o potencial U(x) é confinante. 
 
A equação de Fokker-Planck associada ao sistema tem a seguinte forma 

 
Para os nossos propósitos, basta obtermos a solução estacionária. 
Considerando esta situação, a expressão anterior se torna uma equação 
diferencial ordinária e a solução, já normalizada, é 

 
em que Γ(n) é a função gama de Euler. Para o caso harmônico, a equação 
anterior se resume à distribuição normal. Independentemente de n, é visível 
também que o primeiro momento é nulo pelo fato da distribuição ser 
simétrica. 
 
Consideremos um valor limiar q e t(i) o instante no qual uma série temporal 
aleatória passa pelo valor q. Por conseguinte, o i-ésimo tempo de retorno 
(T(i)) a q é T(i)=t(i+1)-t(i). Pela natureza da série temporal, os tempos de 
retorno apresentam uma aleatoriedade. A PDF dos tempos de retorno pode 
ser comparada com, por exemplo, distribuições de Fréchet, Gumbell, 
Exponencial e de Weibull (KANTZ, 2008; BELANCON, 2011; BLENDER, 



 
2008). A distribuição de Weibull é a mais relevante para o nosso trabalho e é 
dada por 

 
em que γ, β e Z são constantes reais positivas, sendo que a última é a 
constante de normalização. Denomina-se o expoente γ e β como parâmetros 
de forma e escala, respectivamente. 
 
Na simulação utilizou-se da seguinte versão discreta da equação de 
Langevin do sistema 

 
considerando como posição inicial a origem, τ como uma constante de 
tempo denominada passo e ζ é uma variável aleatória distribuída conforme 
uma PDF normal de média nula e desvio padrão unitário. Dado o valor 
inicial, por recorrência, obteve-se os demais valores de x da série temporal 
das posições. Para o ajuste da PDF dos tempos de retorno utilizou-se o 
método de máxima verossimilhança. 

 
Resultados e Discussão  
 
Obteve-se que n e κ mudam os parâmetros de escala e forma da PDF dos 
tempos de retorno, mas em geral todas elas são bem aproximadas por 
distribuições de Weibull. Todavia verificou-se que essa PDF é independente 
do valor do coeficiente de difusão, quando n=2.  
 
Para κ pequenos, algo próximo a 0.0001, obteve-se que a PDF dos tempos 
de retorno foi melhor ajustada por uma distribuição de Pareto, isto é, uma lei 
de potência. Contudo para κ maiores, perto de 25, a PDF dos tempos de 
retorno é melhor ajustada por uma distribuição exponencial. Podemos 
considerar estes dois casos anteriores como casos limites da distribuição de 
Weibull, respectivamente, γ≈0 e γ≈1. Todavia em função de n o oposto 
ocorre, quanto maior esse mais a PDF dos tempos de retorno se aproxima 
de uma lei de potência e para valores pequenos de n se aproxima de uma 
distribuição exponencial.    
 
Conclusões  
 
Conclui-se que o melhor ajuste para a distribuição dos tempos de retorno é 
dado pela distribuição de Weibull e a PDF das posições é uma gaussiana 
generalizada. Futuros trabalhos ainda necessitam ser feitos nesse assunto. 



 
Estes podem focar na relação do expoente da função de correlação da série 
das posições e a distribuição dos tempos de retorno com o auxílio da técnica 
Detrended Fluctuation Analisys (BUNDE, 2001). Poderiam ainda ser 
analisados a série temporal das velocidades e seus respectivos tempos de 
retorno. Outros estudos podem também ser focados na dinâmica do sistema 
fora do regime estacionário. 
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