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Resumo

No presente trabalho, estudamos o comportamento da densidade de
probabilidade (PDF) dos tempos de retorno. Isto no contexto de uma
caminhada aleatéria com uma forca externa derivada de um potencial
elastico generalizado. Para esse fim, utilizou-se de simulag6es com a forma
discreta da equacao de Langevin. Verificou-se que a PDF dos tempos de
retorno é bem ajustada por uma distribuicdo de Weibull.

Introducéo

Ao se iniciar o estudo em caminhadas aleatérias, uma equacao de Langevin
com uma forca externa elastica € um dos primeiros casos a serem
estudados, por sua simplicidade (TOME, 2014). Todavia ndo ha uma analise
aprofundada do efeito que mudancas no expoente do potencial elastico, na
constante elastica e no coeficiente de difusdo causam nos tempos de retorno
de uma caminhada aleatéria. O presente trabalho é uma tentativa de se
preencher esse vazio. Neste contexto, considera-se uma generalizagdo do
potencial elastico classico, dada por

U(z) = K|z,

em que K é a constante elastica e definimos n como um ndmero real maior
que um.

Os objetivos do presente trabalho s&o analisar as mudangas causadas pela
alteracdo da constante elastica, coeficiente de atrito, constante de difuséo e
expoente do potencial na PDF dos tempos de retorno. O estudo ocorreu por
meio de simulacdes e comparacdo com modelos ja propostos na literatura.
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Revisdo de Literatura

A equacdao de Langevin de uma particula em uma dimensao, sujeita a uma
forca externa derivada do potencial U(x), é

da
—-(8) = —mnz(t)](t)|"7* + n(t);

em que K é a razdo da constante elastica pelo coeficiente de atrito e n € um
ruido branco, i.e., possui as seguintes propriedades

{ (n(t)) = 0;
(n(t)n(t')) = 2Dé(t — t');

em que D é o coeficiente de difusdo (TOME, 2014). E visivel que a equagéo
de Langevin anterior € uma equacao diferencial ordinaria estocastica nao
linear, se n#2. Portanto, a sua solucdo ndo € trivial de ser obtida, com
excecao do caso harménico, n=2, no qual essa se torna linear. Também é
claro que o potencial U(x) é confinante.

A equacéao de Fokker-Planck associada ao sistema tem a seguinte forma

dp Pp Nerlz|™2p(z. 1))
—(z,t) =D—(=.t) + n& :
r'}t'( ) a;r’{ ) oz
Para 0s nossos propositos, basta obtermos a solucdo estacionaria.
Considerando esta situacdo, a expressao anterior se torna uma equacao

diferencial ordinaria e a solucédo, ja normalizada, é

4 L
(B)F _ =sar
! _— n 2
() 2P{1+ﬁ]e

em que (n) é a funcdo gama de Euler. Para o caso harmonico, a equacéao
anterior se resume a distribuicdo normal. Independentemente de n, é visivel

também que o primeiro momento é nulo pelo fato da distribuicdo ser
simétrica.

Consideremos um valor limiar g e t(i) o instante no qual uma série temporal
aleatdria passa pelo valor g. Por conseguinte, o i-ésimo tempo de retorno
(T(@) a g é T(i)=t(i+1)-t(i). Pela natureza da série temporal, os tempos de
retorno apresentam uma aleatoriedade. A PDF dos tempos de retorno pode
ser comparada com, por exemplo, distribuicbes de Fréchet, Gumbell,
Exponencial e de Weibull (KANTZ, 2008; BELANCON, 2011; BLENDER,
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2008). A distribuicdo de Weibull é a mais relevante para o nosso trabalho e é
dada por

W~

o ~y T T—1 _ )1
P{I]_ZE lﬂ A

em que y, B e Z sao constantes reais positivas, sendo que a Ultima é a
constante de normalizacdo. Denomina-se o expoente y e 8 como parametros
de forma e escala, respectivamente.

Na simulagdo utilizou-se da seguinte versdo discreta da equacédo de
Langevin do sistema

Tyl = I — nﬂ:-.r,g|:1:f|"_2 +V2D71(;.

considerando como posicao inicial a origem, 7 como uma constante de
tempo denominada passo e ¢ é uma variavel aleatéria distribuida conforme
uma PDF normal de média nula e desvio padréo unitario. Dado o valor
inicial, por recorréncia, obteve-se os demais valores de x da série temporal
das posicbes. Para o ajuste da PDF dos tempos de retorno utilizou-se o
método de maxima verossimilhanca.

Resultados e Discussao

Obteve-se que n e Kk mudam os parametros de escala e forma da PDF dos
tempos de retorno, mas em geral todas elas sdo bem aproximadas por
distribuicbes de Weibull. Todavia verificou-se que essa PDF é independente
do valor do coeficiente de difusdo, quando n=2.

Para k pequenos, algo proximo a 0.0001, obteve-se que a PDF dos tempos
de retorno foi melhor ajustada por uma distribuicdo de Pareto, isto €, uma lei
de poténcia. Contudo para k maiores, perto de 25, a PDF dos tempos de
retorno € melhor ajustada por uma distribuicdo exponencial. Podemos
considerar estes dois casos anteriores como casos limites da distribuicdo de
Weibull, respectivamente, y=0 e y=1. Todavia em funcdo de n o oposto
ocorre, quanto maior esse mais a PDF dos tempos de retorno se aproxima
de uma lei de poténcia e para valores pequenos de n se aproxima de uma
distribuicdo exponencial.

Conclusbes
Conclui-se que o melhor ajuste para a distribuicdo dos tempos de retorno é

dado pela distribuicdo de Weibull e a PDF das posi¢cdes é uma gaussiana
generalizada. Futuros trabalhos ainda necessitam ser feitos nesse assunto.
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Estes podem focar na relagdo do expoente da funcéo de correlacdo da série
das posicles e a distribuicdo dos tempos de retorno com o auxilio da técnica
Detrended Fluctuation Analisys (BUNDE, 2001). Poderiam ainda ser
analisados a série temporal das velocidades e seus respectivos tempos de
retorno. Outros estudos podem também ser focados na dindmica do sistema
fora do regime estacionario.
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