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Resumo

O presente trabalho visa introduzir o leitor ao tema da otimizacdo né&o linear,
buscando encontrar pontos que satisfacam as condicbes de minimizacéao de
uma funcdo que apresenta restricbes. O estudo se inicia com alguns
conceitos basicos sobre otimizacdo e apresenta, entdo, métodos que
buscam a minimizacao de funcdes irrestritas. Em seguida, atinge-se o foco
do projeto, abordando a minimizacdo de funcdes com restricbes de
igualdade e apresentando o método da penalidade externa.

Introducao

A otimizacdo é uma éarea de estudo que busca encontrar boas
solucdes (ou até mesmo a melhor delas) para um problema, seja este um
problema que envolva custos, logistica, producéo e etc. Assim como grande
parte do conhecimento matematico, a otimizacdo abrange aplicacbes em
praticamente todas as areas do conhecimento, desde a prépria matematica
até as ciéncias biolégicas. Um detalhamento de aplicacdes de métodos de
otimizacdo podem ser encontradas em LUENBERGER, 1998 e BAZARAA,
2010.

Nosso objetivo € apresentar métodos que atuem na busca por valores
minimos de func@es de varias variaveis. Podemos generalizar o problema da
otimizacdo como sendo um problema do tipo:

minf(x),s.a.xeS
onde f: R" — R e S esta contido no R". O subconjunto S nada mais é do que
um conjunto de restricdes que definem o dominio de f(x), sendo chamado de
conjunto factivel. Para exemplificar, podemos considerar dois casos:
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a) S={xeR"/h(x)>0}
b) S={xeR"/h(x)=0}

O primeiro caso nos leva a minimizacao de funcdes com restricées de
desigualdade. Ja o segundo caso nos leva a minimizacdo de fungbes com
restricbes de igualdade, sendo este o foco do presente trabalho:

min f(x), s. a. h(x) =0
onde h: R" — R™. E importante ressaltar que f é uma funcdo continua e
possui derivadas continuas até ordem 2, podendo ou néo ser linear. Para o
objetivo descrito, utilizaremos o0 método da penalidade externa, fazendo uma
exposicdo do método e sua implementacdo em um exemplo.

Revisao de literatura

Normalmente, os problemas mais simples de se resolver em
otimizacdo s&do os problemas irrestritos, isto €, S = R". Tais problemas sdo
desejaveis por possuirem condi¢cdes de otimalidade mais simples de serem
verificadas por métodos numéricos. Neste contexto, muitos algoritmos séo
propostos na literatura, podendo destacar os métodos de Busca Linear,
Newton e métodos de Quase-Newton (BFGS, em particular).
Recomendamos, para maiores detalhamentos destes métodos,
FRIEDLANDER, 1994. Métodos Quase-Newton tem a vantagem de ter, em
geral, convergéncia superlinear, porém as iteragbes ndo dependem do
célculo de derivadas de segunda ordem, o que é desejavel na pratica. De
modo geral, a estrutura deste de método consiste em obter, num processo
iterativo, direcdes de descida d tais que By.d = -Vf(xy) € a matriz Bk seja
atualizada de forma a satisfazer a equacdo secante By(Xx+1) — Xk) = f(Xk+1)) —
f(xx). Atualizacbes de By’s diferentes satisfazendo a equacéo secante, geram
métodos diferentes.

E importante destacar ainda que as iteraces destes métodos s&o
realizadas até que a condi¢do (necessaria) de otimalidade seja cumprida, o
gue no caso de primeira ordem consiste em obter um ponto xi tal que Vf(x)
= 0. Naturalmente, um ponto xx nessas condi¢des serd um minimizador local.
Contudo, ha uma propriedade que garante que, ao satisfeita, um
minimizador local sera também, global. Essa propriedade é a convexidade.
de igualdade

O foco do presente projeto é a minimizacdo de funcdes com
restricdes, em especial restricdes de igualdade. Para este fim, é introduzido
0 método da penalidade externa (recomendamos MARTINEZ, 1995) sendo
este responsavel por transformar uma funcdo restrita em irrestrita,
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procedendo, entdo, de forma similar & minimizacao irrestrita. A penalidade
externa consiste em adicionar uma segunda funcdo, P(x), multiplicada por
um fator de penalidade p, a funcgéo original, eliminando a restri¢ao.
Para tanto, escolhe-se uma fungcdo penalidade que esteja
estritamente relacionada com a restricdo da seguinte maneira:
P(x)=0,se h(x)=0
P(x) >0, se h(x) #0
Assim, tem-se uma parcela que aumenta o valor da funcéo original,
caso a restricdo ndo seja satisfeita. Portanto, o problema inicial:
min f(x), s. a. h(x) =0
se torna, apoés aplicada a penalidade externa:
min f(x) + pP(x), s. a. x e R"
onde p é um numero real. Para que P(x) satisfaca corretamente as
condicbes apresentadas, € comum escolhe-la como:
P(x) = (1/2) [|h(x)|[?
Assim, pode-se utilizar qualquer método de minimizacdo irrestrita,
agora em f(x) + pP(x). O processo sera o seguinte:
» Estipulamos inicialmente p = 1 e aplicamos um dos métodos irrestritos
» Atingindo um ponto x, estacionario, verificamos se ele atende h(x,) =
0. Em caso positivo, temos um ponto factivel e solu¢do do problema.
* Em caso negativo, aumenta-se o valor de p, usualmente em um fator
de 10, aplicando-se novamente o método irrestrito e assim por diante.

Resultados e Discussao

Como resultados de nossas pesquisas, implementamos um algoritmo
para encontrar pontos que minimizem uma fungé&o restrita, baseando-nos
nos métodos de BFGS e da penalidade externa.

Conclusodes

O método da penalidade externa se comportou como o esperado na
busca de pontos 6timos da fungdo estudada, sendo de facil implementacgéo.
Tais métodos sao de grande valia na resolucdo de diversos tipos de
problema da sociedade atual, envolvendo problemas econdmicos, fisicos e
matematicos. Alguns estudos séo feitos para que sejam reduzidas condi¢cbes
e restricdes, facilitando a aplicacdo dos métodos e melhorando seus
resultados. Em exemplos estudados percebemos que, ao tomar um valor
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para p grande jA nas primeiras iteracdes reduz, consideravelmente, o
namero de iteragdes. Contudo, € observado na literatura classica que este
tipo de técnica pode ser pouco util em situagcdes mais complicadas, pois 0s
subproblemas gerados podem ser numericamente instaveis. Desta forma,
nosso estudo contempla apenas problemas de pequeno porte.
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