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Resumo:

O projeto em tela permitiu um primeiro contato com uma coletdnea de
resultados centrais e fundamentais da Analise Funcional, presentes em
textos classicos como Bachman, G., Narici, L (1972) e Brézis,H (1999) e
expostos de forma didatica em Cavalcanti,M. M., Domingos Cavalcanti, V.
N., Komornik, V. (2011). Apresentamos um resultado muito importante que
tem grande aplicabilidade, conhecido como Teorema de Hanh-Banach, o
gual sera visto de duas maneiras: na sua forma andlitica e na sua forma
geométrica. Daremos um enfoque especial na forma geométrica.

Introducao

A grande relevancia da Matematica reside no fato de que, além de existir
como ciéncia, com suas teorias e problemas; ela tem a caracteristica impar
de penetrar em outros ramos do conhecimento humano. As raizes de varias
teorias matematicas estdo em fendmenos naturais que impulsionaram o
notavel crescimento de grande parte da Matematica. As Equacbes
Diferenciais fazem parte desta Matemética comprometida com o estudo de
problemas concretos.

Materiais e métodos
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Foram realizados estudos individuais com apresentacfes de seminarios,
propiciando discussdes acerca do conteddo presente nas obras
apresentadas na referéncia bibliografica.

Resultados e Discussao

De modo a demonstrar o Teorema de Hahn-Banach nas suas duas formas,
sdo necessarios alguns resultados e definicbes os quais foram extraidos de
Cavalcanti,M. M., Domingos Cavalcanti, V. N., Komornik, V. (2011). :

Definicdo 01: Seja E um espaco vetorial, G um subespaco de E e g uma
forma linear de G, isto é ,g0G’ . Dizemos que uma forma linear h é um
prolongamento de g se h(x) = g(x), paratodo xUG.

Lema 02: Sejam E um espaco vetorial e p: E -~ R uma aplicagao tal que
p(Ax) = Ap(x), DX E,A >0
p(x+y) < p(x) + p(y),x, y O E,
Isto é, p € um funcional positivamente homogéneo e subaditivo em E.
Sejam G um subespagco proprio de E e gOG tal que g(X) < p(X), para todo
xOG. Entdo existe um prolongamento préprio h, de g, verificando
h(x) < p(x),Ox0OD(h) .

Assim, estamos aptos a enunciar o Teorema de Hahn-Banach na sua forma
Analitica:

Teorema 03: (Teorema de Hahn-Banach — Forma Analitica): Sejam E um
espaco vetorial e p um funcional positivamente subaditivo, definido em E. Se

G € um subespagco proprio de E, gOG" e g(x) < p(x),Ox0G, entdo existe
um prolongamento h de g a E tal que h(x) < p(x),xOE.

Para enunciarmos a Forma Geométrica é necessario :

Definicdo 04: Dizemos que um conjunto C € convexo se
[tx+@-t)y]OC,0x,yOC e tI[0]]
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Definicdo 05: Seja E um espaco vetorial normado,C [0 E um conjunto aberto
e convexo tal que 0JC. Para cada xUE, definimos

p(x) =inf{a > o;g 0C}

O funcional p:E - R é denominado funcional de Minkowski para o convexo
C.

Definicdo 06: Seja E um espaco vetorial real. Um hiperplano afim de E é um
conjunto da forma

H ={xUE; f(x) =a}
onde aOR e fOE" tal que f #0(ou seja f ndo é identicamente nula).
Dizemos que H € um hiperplano de equacéo [f =a].

Proposi¢do 07: O hiperplano H de equacéo [f =a] € fechado se, e somente
se, f é continua.

Definicdo 08: Seja E um espaco vetorial normado e consideremos A BOE.
Dizemos que o hiperplano H de equacédo [f =a] separa A e B no sentido

lato (generalizado) se
f(X)<a,0xO0A e f(y)=a,0y0B.
Dizemos que o hiperplano H separa A e B no sentido estrito se existe € >0
tal que
f(X)<a-¢,xOA e f(y)za+e&, 0y0OB.

Com isso podemos enunciar 0 seguinte teorema:

Teorema 09: (1° Forma Geométrica do Teorema de Hahn-Banach) Sejam
E um espaco vetorial normado e A B E subconjuntos convexos, disjuntos

e nao vazios. Se A é aberto, entdo existe um hiperplano fechado que separa
A e B no sentido lato.

Temos ainda :

Teorema 10: (2° Forma Geométrica do Teorema de Hahn-Banach)  Sejam
E um espaco vetorial normado, A B U E subconjuntos convexos, disjuntos e
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nao vazios. Se A for fechado e B for compacto, entdo existe um hiperplano
fechado que separa A e B no sentido estrito.

Como consequéncia do Teorema acima, temos o seguinte corolario:

Corolério 11: Sejam E um espaco vetorial e F um subespaco de E tal que
F # E . Entdo existe f OE', f #0(n&o identicamente nula) tal que
<f,x>=00OxOF.

O corolario em questéo é de grande pertinéncia pois ele permite demonstrar
guando um subespaco vetorial F [J E € denso em E.

Conclusbes

A demonstracdo e, consequente compreensdo das formas do Teorema
apresentado, requer um grande embasamento tedrico, desenvolvido ao
longo do projeto. Os conceitos necessarios ndo sao triviais, embora
amplamente utilizados. O Teorema de Hahn-Banach possui importancia por
si sO, porém ressaltamos que na sua 2° Forma Geométrica h4 um corolario
gue ilustra sua aplicabilidade e cujo resultado é relevante em varios ramos
da Matematica.
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