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Resumo:

O anel de polinbmios em uma indeterminada sobre um anel R pode ser visto
como um anel que contém R. Deste modo, visamos investigar algumas
propriedades do anel de polinbmios a partir das propriedades do anel base.

Introducao

A aritmética do conjunto formado pelos polindmios em uma indeterminada x
com coeficientes reais € estudada na escola basica. Vé-se, por exemplo,
como somar, subtrair, multiplicar e dividir polinbmios. A pergunta é: o que
acontece se consideramos polindmios com coeficientes em um anel
gualquer? Sera que podemos somar, subtrair, multiplicar e dividir
polinbmios? Se sim, quais sdo as propriedades destas operagdes? Neste
trabalho, estudaremos algumas propriedades algébricas do anel de
polinémios R[x], onde R é um anel, que sdo herdadas do anel base. Por
exemplo, veremos que se R é comutativo (dominio) entdo R[x] também sera
comutativo (dominio). Veremos que, se F é um corpo, entdo existe um
algoritmo que nos permite dividir um polindmio por outro, obtendo um
guociente e um resto. Tal resultado permitird concluir, entre outras coisas,
gue F[x] € um anel onde todo ideal é principal, isto €, gerado por um Unico
elemento.
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O projeto foi desenvolvido por meio de pesquisas bibliograficas e
apresentacdes de seminarios semanais ao orientador a fim de expor os
resultados estudados e de esclarecer possiveis duvidas.

Resultados e Discussao

Apresentamos abaixo os principais resultados estudados sobre os quais
falaremos na apresentacdo. Maiores detalhes podem ser encontrados nas
referéncias listadas ao final deste resumo.

Definicdo 01: Um anel é um conjunto ndo vazio R munido de duas
operacdes binarias + e -, denominadas adicdo e multiplicagéo,
respectivamente, tal que: (R,+) € um grupo comutativo aditivo; (R,-) € um
semigrupo multiplicativo; e a multiplicagéo € distributiva em relagéo a adicao.

Claramente, os conjuntos dos numeros inteiros, racionais, reais e complexos
sdo exemplos de anéis com as operacdes usuais.

Exemplo 02: Seja R um anel. Um polinbmio com coeficientes em R é uma
expressao formal da forma ag+a;x+---+ax" onde cada a; € um elemento de
R. Dois polinbmios podem ser somados e multiplicados da maneira usual.
Deste modo, o conjunto R[x] de todos os polinbmios com coeficientes em R,
forma um anel, denominado anel de polinbmios sobre R.

Quando a operacdo de multiplicacdo de um anel também é comutativa,
dizemos que R é um anel comutativo. Se a multiplicacdo admite um
elemento identidade, R é dito um anel com identidade. Neste caso, a
identidade de R sera denotada por 1g. Um corpo é um anel comutativo com
identidade cujos elementos ndo nulos formam um grupo com a operacao de
multiplicacdo. Um dominio de integridade é um anel R no qual o produto de
guaisquer dois elementos nao nulos € um elemento ndo nulo. Um dominio
de integridade comutativo sera denominado simplesmente por dominio. Um
dominio de ideais principais € um dominio cujos ideais sdo todos principais,
isto &, gerados por um unico elemento.

Note que todo corpo é um dominio. Porém, a reciproca ndo €
necessariamente verdadeira. Por exemplo, o conjunto dos numeros inteiros
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Z é um dominio, mas ndo é um corpo. Mais ainda, observe que Z é um
dominio de ideais principais.

Um elemento u de um anel com identidade R é dito ser invertivel, ou uma
unidade de R se existe v em R tal que uv=1g=vu. Em Z, por exemplo,
apenas 1 e -1 sao invertiveis.

Dois elementos a e b de um dominio R com identidade sdo ditos associados
se existe uma unidade u de R tal que a=bu.

Um elemento nao nulo a de um dominio de integridade com identidade R é
denominado um elemento irredutivel se: (i) a ndo € uma unidade; (ii) para
guaisquer b e c de R, se a=bc, entdo b ou ¢ € uma unidade.

Definicdo 03: Um dominio de fatoragcdo Unica D € um dominio cujos
elementos ndo nulos e nao invertiveis podem ser escritos de modo Unico, a
menos da ordem e de associados, como o produto de elementos irredutiveis
de D.

Definicdo 04: Um dominio euclidiano € um dominio E com uma funcdo N
(denominada norma) definida nos elementos ndo nulos de E com valores
naturais que satisfaz:

(i) para quaisquer elementos ndo nulos a e b de E, N(a)<N(ab);

(if) para quaisquer elementos a e b de E, com b ndo nulo, existem elementos
g e r em E tais que a=bqg+r, com r=0 ou N(r)<N(b).

O item (ii) da definicdo anterior € chamado de algoritmo da divisao.

Das definigbes acima, obtemos os seguintes resultados.

Teorema 05: Todo dominio euclidiano € um dominio de ideais principais.
Teorema 06: Todo dominio de ideais principais € um dominio de fatoracdo
Qn@ca. Em particular, todo dominio euclidiano € um dominio de fatoracéo
dnica.

Por fim, enunciamos os principais resultados do nosso trabalho.
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Teorema 07: Se F é corpo, entdo F[x] € um dominio euclidiano. Em
particular, F[x] € um dominio de ideias principais.

Teorema 08: Se R € um dominio de fatoragéo Unica, entdo R[x] também é.
Conclusotes

Ao final do nosso estudo, verificamos que o anel de polinbmios com
coeficientes em um corpo, tem propriedades semelhantes aquelas dos
ndmeros inteiros.
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