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Resumo:

Este trabalho teve como pré-requisito um estudo sobre conjuntos
parcialmente ordenados e sobre resultados basicos da teoria de anéis, com
0 objetivo de introduzir as algebras de incidéncia para enfim estudar seus
automorfismos.

Introducao

A algebra de incidéncia de um conjunto parcialmente ordenado (poset)
localmente X finito sobre um anel comutativo R, denotada por I(X,R), surgiu
por volta de 1960 com Doubilet, Rota e Stanley em (ROTA; DOUBILET;
STANLEY,1964), como wuma ferramenta para estudar problemas
combinatérios. Rapidamente, passou a ser vista pelos algebristas como um
interessante objeto de estudo, uma vez que tais algebras podem ser vistas
como uma generalizacdo das algebras de matrizes triangulares superiores
sobre R.

No estudo de uma algebra, um dos principais interesses é descrever 0s seus
automorfismos. No caso em que o anel R é um corpo, os automorfismos de
I(X,R) estdo fortemente relacionados com os automorfismos do poset X.
Além disso, existem trés tipos de automorfismos de I(X,R) que caracterizam
todos os seus automorfismos: os automorfismos internos, os multiplicativos e
0s automorfismos induzidos por automorfismos de X.

¢ iiicin @CNPg g
A

Secretaria da Ciéncia, Tecnologia
e Ensino Superior




13a 14 de outubro
e

Materiais e métodos

Para a realizacdo deste trabalho foram realizadas pesquisas bibliogréaficas,
estudos e discussfes com a finalidade de compreender e transmitir com
clareza os conhecimentos adquiridos. As principais fontes de estudo foram
(SPIEGELL; O'DONNELL, 1997) e (SCRODER, 2002).

Resultados e Discussao

Um conjunto X é dito um conjunto parcialmente ordenado (poset) se X é
munido de uma relacdo de ordem parcial, isto é, se possui uma relagdo <
gue é reflexiva, antissimétrica e transitiva. Usualmente, denota-se um poset
X por (X, £) ou simplesmente por X. Se x e z sdo elementos de X, o intervalo
de x a z € 0 conjunto dos elementos y de X tal que x <y <z e, no caso em
gue todos os intervalos de X séo finitos, dizemos que X é um poset
localmente finito. Sejam (X, =4) e (Y, sy) posets e seja f: X— Y uma funcéo
bijetora tal que x; s x> se, e somente se, f(x1) < f(x2), para todos x; e x» de
X. Dizemos que f é um isomorfismo de posets. No caso em que X=Y,
dizemos que f € um automorfismo de X.

Um anel R é um conjunto ndo vazio com duas operacdes binarias chamadas
adicdo e multiplicacdo tal que a adicdo € associativa e comutativa, possuli
elemento neutro e todo elemento de R é simetrizavel, e a multiplicacéo é
associativa, distributiva relativamente a adicdo e possui um elemento neutro.
Se, além disso, a multiplicacdo for comutativa, R € dito um anel comutativo.
Dizemos que R & um corpo se for um anel comutativo tal que todos seus
elementos possuem inversos multiplicativos. Sejam R e S anéis. Um
homomorfismo de R e S é uma funcdo g: R— S tal que g(1gr) = 1s, g(atb) =
g(a) + g(b) e g(ab) = g(a)g(b). Se, além disso, g for bijetora dizemos que g é
um isomorfismo de anéis. No caso em que R = S e g for uma bijecdo
dizemos que g é um automorfismo.

Seja K um anel comutativo. Um anel R junto com uma funcdo K x R — R
dada por (k,a) — ka tal que (stk)a = sa + ka, k(a+b)= ka + kb, (ks)a = k(sa),
lxa =ae k(ab) = (ka)b = a(kb), para todos ae b em R e para todos s e k em
K é dito uma K-algebra. Dadas duas K-algebras A e B, uma funcéo f: A — B
€ um homomorfismo de K-algebras se f for um homomorfismo de anéis K-
linear, ou seja, f(ka) = kf(a), para todos k em K e a em A. Quando f for
bijetora dizemos que f & um isomorfismo de K-algebras. E, além disso, se f
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for isomorfismo de uma K-algebra A sobre ela mesma, diremos que f é um
automorfismo de A.

A algebra de incidéncia I1(X,R) de um poset X localmente finito sobre um anel
comutativo R é o conjunto das fungfes f: X x X — R tais que f(x,y) = 0 se x
ndo € menor ou igual a y com as seguintes operagoes:
() (xY)=f(x,y)+g(x.y), (@NXY) = Jxezsy 9(X,2)f(z)y) € ()(Xy) = rf(x,y), para
todosfegemI(X,R), remRe X, yezem X. Com essas operacdes I(X,R)
€ uma R-algebra onde a unidade de I(X,R) é a funcao caracteristica de X.
Sejam X e Y posets e seja F um corpo. Se I(X,F) e I(Y,F) sdo isomorfas
como F-algebras entdo X e Y sdo isomorfos como posets. Reciprocamente,
se X e Y séo isomorfos como posets podemos induzir um isomorfismo de F-
algebras entre I(X,F) e I(Y,F).

Seja X um poset localmente finito e seja F um corpo. Uma funcéo o de I(X,F)
€ dita multiplicativa se sempre que x < z <y sdo elementos de X, entdo
o(x,y) # 0 e o(x,y) = 0(x,2)o(z,y). Dadas f e g funcdes de I(X,F), o produto de
Hadamard de f por g, denotado por f * g, € dado por (f * g)(x,y) = f(X,y)a(x,y),
para todos x e y em X. Se ¢ é uma funcdo multiplicativa, entdo a aplicacao
Mg: I(X,F) — I(X,F), dada por My(f) = o * f, € um automorfismo de I(X,F)
chamado automorfismo multiplicativo. Seja f uma funcao invertivel de I(X,F).
A aplicacdo y;: I(X,F) — I(X,F) dada por w;(g) = fg f*é um automorfismo
de I(X,F) chamado automorfismo interno. Considere agora a um
automorfismo de X. Entdo a induz um automorfismo ¢, de I(X,F), dado por
(@a())(x,y) = f(@™(x), a’(y)). Todo automorfismo de I(X,F) pode ser escrito
como a composicdo de um automorfismo interno, um automorfismo
multiplicativo e um automorfismo de I(X,F) induzido por um automorfismo de
X.

Conclusoes

Em geral, descrever todos os automorfismos de uma algebra nem sempre é
possivel. No entanto, isso pode ser feito com as é&lgebras de incidéncia
sobre um corpo: todo automorfismo desta pode ser escrito como composi¢ao
de um automorfismo interno, com um automorfismo multiplicativo e um
automorfismo induzido por um automorfismo do poset.
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