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Resumo:

Tendo como base as ideias de Riemann, desenvolveu-se, inicialmente, uma
teoria de integracdo. Esta teoria, entretanto, continha alguns inconvenientes
gue a tornavam inadequada ao estudo de varios problemas da Analise
Matematica.

Assim, desejava-se obter um novo conceito de integral, de modo que a nova
classe de funcdes integraveis contivesse a classe das funcdes integraveis a
Riemann, isto é, onde os dois conceitos de integrais deveriam coincidir, e na
qual os inconvenientes da integral de Riemann desaparecessem ou, pelo
menos, fossem minimizados.

O passo decisivo no sentido de se obter uma definicdo de integral que
eliminasse as deficiéncias existentes na integral de Riemann foi dado por
Henri Lebesgue (1875-1941).

Introducao

O projeto em tela, permitiu o estudo da nocdo de integral segundo
Lebesgue, porém apresentado por meio de um método simples e didético, o
método de Riesz,de acordo com [3] responsavel por introduzir este novo
conceito de integral.

A integral de Lebesgue generaliza a nocdo de integral previamente
idealizada por Cauchy, Riemann e Darboux , além de ser fundamental para
a definicdo dos espacos de Sobolev. Com isso, daremos enfoque a definicdo
da Integral de Lebesgue e o Teorema da Convergéncia Dominada também
conhecido como Teorema de Lebesgue.

Materiais e Métodos

Foram realizados estudos individuais com apresentacfes de seminarios,
propiciando discussdes acerca do conteudo presente nas obras [1],[2] e [3] .
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Resultados e Discussao

Apresentaremos um dos resultados principais concernentes a integral de
Lebesgue, o Teorema de Lebesgue ou mais conhecido como Teorema da
Convergéncia Dominada. Sua aplicacdo na resolucdo de problemas da
fisica-matematica num contexto fraco (ndo classico), torna este resultado um
dos centrais da teoria desenvolvida por Lebesgue.

O método que usaremos para definir a integral de Lebesgue é o método de
Riesz. Neste método, apesar de ndo ser necessaria a construcdo de uma
teoria de medida para os conjuntos, necessitamos, contudo, do conceito de
conjunto de medida nula.

Definicdo 01: Diz-se que um conjunto E tem medida nula quando para todo
€ > 0 existe uma familia enumeradvel de intervalos abertos
{1 .}, satisfazendo as seguintes condigdes:

() EOUI, .isto &, {I,},,, €um recobrimento de E.
k=1
(i) > amp(l,)<e.
k=1

Agora, definiremos o conceito de funcdo escada (ou simples), pois ela &
fundamental, no método escolhido, para o estudo da integral de Lebesgue.

Definicdo 02: Diz-se que u: (a, b) — R é uma funcdo escada , quando
existe uma decomposicdo D do intervalo (a, b) tal que u € constante em
cada subintervalo |, =(x,4,%.), k=1,2,...,n, de D. A decomposi¢cédo D
associada a funcdo escada u, nado é univocamente determinada para cada
u.

Lema: Sejam u e v duas fungbes escada definidas em (a, b). Entdo existe
uma decomposicéo de (a, b) associada, simultaneamente, au e v.

Com auxilio do Lema conseguimos imediatamente ver que a classe das
funcdes escadas definidas em (a, b) € um espaco vetorial real. Para
representa-lo sera usada a notagéo C,(a,b)ou apenas C,

Passaremos a demonstrar duas proposicoes, as quais sobre elas esta
moldada a definicdo de integral de Lebesgue apresentada por F. Riesz.
Dada a importancia de ambas, resolvemos identifica-las como “Primeiro
Lema Fundamental” e “Segundo Lema Fundamental”
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Proposicdo 01(Primeiro Lema Fundamental) : Seja (u,) uma sequéncia
decrescente de fungdes escada ndo negativas em (a, b). Se Lim u =0

b
quase sempre em (a, b) entdo Li”;‘o_[uk =0.
a

Proposi¢céo 02 (Segundo Lema Fundamental):  Seja (u,) uma sequéncia
de funcdes escadas em (a, b), crescente e tal que a sequéncia das integrais
(Iuk) tenha um majorante finito, isto &, existe uma constante M tal que
Iuk <M paratodo k € N. Entdo a sequéncia (u,) converge para um limite
finito u quase sempre em (a, b).

No espago vetorial C, a integral definida € um funcional linear. A proxima
etapa é estender este funcional linear a um espacgo vetorial contendo C,,

que sera o espaco vetorial das funcdes integraveis a Lebesgue. Antes,
passaremos por uma etapa intermediaria, construindo uma classe C, que

contém C, mas ndo é ainda um espago vetorial.

Definicdo 03 : Representaremos por C, ou C,(a,b) a classe de todas as
funcdes u: (a, b) — R que sao limites quase sempre de sequéncia de
funcdes de C, , satisfazendo as hipoteses do Segundo Lema Fundamental.

Isto significa dizer que uma fungéo u: (a, b) — R pertence a C, se e somente
se existe uma sequéncia crescente (u,) de funcdes de C, tal que a

sequéncia das integrais (J'uk) tem um majorante e Lim u,(x) =u(x) quase
sempre em (a, b). Diremos que uma tal sequéncia define u.

Definicdo 04 : L(a,b) é o subespaco das fungdes reais em (a; b) gerado por
C,(a,b). Ou seja, se w pertence a L(a; b) entdo ele sera representado por

m
w=> AW,
v=1

sendo A, reais e w, JC,(a,b). Decompondo o somatdrio em coeficientes
A, =20 e A, <0, representados , respectivamente por A, e A, encontra-se

w=> AW, +> A w,
v=l v=1
Fazendo A, =-u, , sendo u, >0, resulta que
wW=u-Vv
sendo u,vOC (ab). Resulta que wOC,(a,b) se e somente se w
representa-se como a diferenga de duas fungdes de C,(a,b).
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Definicdo 05: Sejaw € L(a, b) e escrevamos w = u-v onde uveCl.
Define-se a integral de w em L(a, b) como sendo J.W:J.U—J.V, onde as

integrais do segundo membro séo definidas em C1.

Definicdo 06: L(a, b) é dito espaco vetorial das funcdes integraveis a
Lebesgue. A integral definida em L(a, b) denomina-se integral de Lebesgue.

Teorema de Lebesgue( Teorema da Convergéncia Domina da): Seja
(u,) uma sequéncia de funcdes integraveis em (a, b), convergente quase

sempre para a fungéo u. Se existir uma funcéo integravel u, tal que |u, < u,

quase sempre para todo n € N, entdo u é integravel e tem-se ju =lim|u, .

n- o
Conclusodes

E indiscutivel a necessidade do estudo da teoria de integral na formac&o dos
matematicos com tendéncia para a Andlise Matemética e suas aplicagdes.
Por este motivo, decidimos pelo estudo da Integral de Lebesgue. E de modo
a tornar este estudo simples e inteligivel, optamos pelo método de Riesz.
Observamos que a demonstragéo e, consequente compreensao do Teorema
apresentado, requer um grande embasamento tedrico, desenvolvido ao
longo do projeto. Os conceitos necessarios nao sao triviais, embora
amplamente utilizados.
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