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Resumo:

Este projeto de pesquisa visa a sistematizacdo do conhecimento matematico
na area de equacdes diferenciais, objetivando um estudo inicial dos
problemas de valores de contorno e uma introducdo a teoria de Sturm-
Liouville. Um estudo preliminar sobre aspectos tedricos das equacdes
diferenciais ordinarias foi realizado, culminando com uma abordagem
introdutoria de elementos da Teoria de Sturm-Liouville. Tais conceitos foram
abordados sob o ponto de vista analitico, dando sempre énfase ao rigor

matematico.
Introducao

As equacOes diferenciais aparecem na formulagdo de muitos modelos
matematicos da natureza que descrevem processos fisicos ou relacdes que
envolvem a taxa segundo a qual os fendbmenos acontecem. O estudo de tais
equacdes iniciou-se no século XVII com Newton e Leibniz, para resolucéo de
problemas bésicos da mecéanica, e com 0 passar dos séculos muitos
matematicos passaram a trabalhar com esta teoria, buscando e propondo
solugbes de problemas notaveis de sua época. Neste sentido observa-se
também que, historicamente, o problema de Sturm-Liouville gerou uma série
de questionamentos que conduziram, no come¢o do século XX, a
importantes avancos no desenvolvimento da Analise Funcional, com vistas
as solucdes destes problemas oriundos das equagdes diferenciais.

De fato, muitos problemas fisicos envolvem a resolucdo de equagbes
diferenciais de segunda ordem e o estudo de propriedades gerais das
solucdes obtidas. Os problemas de Sturm-Liouville formam uma classe
ampla de tais problemas de contorno.
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Considerando a importancia da pesquisa em equagles diferenciais na
comunidade cientifica internacional, este projeto prop6s a realizacdo de um
estudo introdutério da Teoria de Sturm-Liouville, objetivando a resolucéo de
alguns problemas de valores de contorno, bem como o aprimoramento da
técnica e do rigor em matemética através do estudo analitico e sistemético
dos elementos basicos que compdem esta teoria.

Materiais e Métodos

A metodologia utilizada no desenvolvimento deste projeto baseia-se no
método hipotético-dedutivo o qual, a partir do estudo individual dos topicos
relacionados neste plano de trabalho foi realizado encontros semanais onde
foi apresentada a evolugdo do trabalho e eventuais dividas que surgiram
neste periodo. Os topicos estudados foram baseados principalmente nos
textos de Figueiredo e Neves (2015) e Sotomayor (1942) e como material
complementar utilizamos as notas de aula da prof2 dr2. Valéria Neves
Domingos Cavalcanti.

Resultados e Discussao

No desenvolvimento desse projeto, estudamos as propriedades gerais das
equacOes diferenciais ordinarias de primeira ordem, como elas se
comportam geometricamente, a unicidade e existéncia de solugdes do
problema de valor inicial. Além disso, foi realizado um estudo introdutério da
Teoria de Sturm-Liouville e um estudo analitico e sistematico dos elementos
bésicos que compdem esta teoria. Como aplicacdo dos resultados obtidos
nesta pesquisa, estudamos uma aplicacdo a fisica, o problema da corda
vibrante.

Definicdo: Uma equacao de Sturm-Liouville regular € do tipo

(PXY) + (Ap(x) = a(x))y =0
onde p, g, p sé@o func¢des continuas definidas em um intervalo [a, b], p(x) > 0,
VXx€Ela bleAeR.

Um caso particular da equacao de Sturm-Liouville é dado por
y'+A=0,

cuja solucéo é dada por

y(x) = C1 cos(NA x) + Casen(VA X).
Neste contexto, generalizaremos para as solu¢cdes da equacéo de Sturm-
Liouville as propriedades de cos(VA x) e sen(¥A x). No caso particular em que
aequacadoy” +A =0, A>0em [0, 1] satisfaz a condi¢céo y(0) = 0 e y(1r) = 0,
0S unicos valores de A para os quais a equacédo tem solucdo nao trivial séo
dados por: A =n?;n=1, 2, 3, ..., e neste caso, as respectivas solucdes da
equacdao sao da forma yn(X) = Cpsen(nx); n =1, 2, 3, ....

Considere u; e u; solucbes da equacdo de Sturm-Liouville Ha situacdes em
que desejamos que u; e U, sejam "ortogonais" em [a, b] em relacdo ao peso
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p. Logo devemos impor as solugcbes da equacdo de Sturm-Liouville
condi¢gbes de contorno lineares em u que anulem o termo p(uz’ u; - u;’ Uz)Ih
a

Tais condi¢cOes de contorno sao ditas auto-adjuntas. Um exemplo candnico
de tais condicbes ocorre quando p(a) = p(b). Neste caso, impomos as
condicdes periddicas:

{u[a] = u(b)

w'(a) = w'(b)’

Temos entdo, a seguinte definicdo relativa as solu¢cdes do problema de
Sturm-Liouville. Os valores de A para os quais o problema admite solucéo
ndo trivial, isto é para as quais a equacgéo de Sturm-Liouville admite solucao
nao trivial satisfazendo as condicbes de contorno fixadas sdo ditos
autovalores do problema. As solugdes néo triviais correspondentes sao ditas
autofuncdes do problema associados a A.

Mostramos que todo problema de Sturm-Liouville regular com condi¢cdes de
contorno auto-adjuntas admite uma sequéncia enumeravel de autovalores
que tende para o infinito. Provamos isto, no caso particular do problema

u" + (Ap(x) —glx))u =10
u(a) =u(b) =0

onde g e p sdo continuas em [a, b] e p(x) >0, V X € [a, b].
De fato, temos 0 seguinte resultado principal:

Teorema: Os autovalores do problema de Sturm-Liouville regular dado em
[a, b] por:

u" 4+ (Ap(x) — g(z))u =10
ula) = u(b) =0

onde p, g € C%([a, b]), com p(x) > 0, ¥ x € [a, b], fornecem uma sequéncia

Ao < M < ... <Ay < ... tal que lim_ . A, - o Além disso, a menos de uma
constante, existe apenas uma autofunc¢des u, associada a cada A,, e u, tem
exatamente n zeros em Ja, bl.

Conclusbes

O objetivo deste projeto de Iniciagdo Cientifica foi o de realizar um estudo
inicial e sistematico de Equacbes Diferenciais Ordinarias de primeira e
segunda ordem, com enfoque na Teoria de Sturm-Liouville e uma aplicagao
de seu resultado, o qual nos permite ter uma visdo mais ampla do que
ocorre em ambientes ndo especificamente matematicos. Os resultados
obtidos servirdo de base para estudos futuros.

meeino Naconalde Deservolviment
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