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Resumo

O objetivo do nosso projeto de iniciagcdo cientifica foi o estudo das diversas
formas do Teorema de Hahn-Banach, a saber, conhecemos suas diferentes
formas, analitica e geométricas. No desenvolvimento do projeto nos
concentramos nos seguintes topicos: espagos métricos, espacos normados,
espacos de Banach e de Hilbert, Teoremas de Hahn-Banach e aplicacdes.
Dentre estas aplicacbes, escolnemos uma que sera apresentada nesse
encontro cientifico.

Introducao

Neste projeto estudamos os conceitos de espacos métricos e normados.
Também conhecemos a definicdo de espacos de Banach e espacos de
Hilbert guiados pela nossa referéncia basica [3]. Para a realizacdo deste
projeto precisamos de alguns pré-requisitos, 0os quais ndo sao vistos nas
disciplinas basicas do curso de Matematica, mais especificamente, alguns
fatos da teoria de Analise Funcional. No final do projeto, apresentamos as
diversas formas do Teorema de Hahn-Banach e algumas aplica¢gdes diretas
deste resultado.

O Teorema de Hahn-Banach (forma analitica) € um teorema de extenséo
para funcionais lineares. A aplicacdo a ser estendida € um funcional linear
que esta definida num subespaco G de um espaco vetorial E e possui uma
propriedade de limitacdo que pode ser formulada em termos de funcional
sublinear. J4 as formas geométricas do Teorema de Hahn-Banach nos
dizem que podemos separar certos subconjuntos de um espac¢o normado E
por hiperplanos fechados.

Materiais e Métodos
Os materiais utilizados para a realizagdo deste projeto, em geral, foram os

livros citados na bibliografia. Este projeto foi desenvolvido na forma de
seminarios semanais coordenados pela orientadora e/ou coorientador do
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projeto. Os temas abordados foram, inicialmente, discutidos e indicados pela
orientadora juntamente com o bolsista.

Resultados e Discussao

Este trabalho consiste, inicialmente, em um estudo dos espacos métricos
completos, espacos de Banach e espacos de Hilbert, apontando exemplos e
principais resultados necessarios para enunciar e demonstrar 0 seguinte
teorema:

Teorema de Hahn-Banach (forma Analitica): Sejam E um espago vetorial
real, p um funcional sublinear definido em E, G um subespaco vetorial real e
g uma aplicacao definida em G tal que g(x)<p(x), para todo x pertencente a
G. Entdo, existe um funcional linear f, definido em E, tal que f(x)<p(x), para
todo x de E e f(x)=g(x), para todo x de G.

Ainda neste trabalho, a partir do teorema acima, obtemos uma maneira de
separar conjuntos convexos por hiperplanos, conhecida como Formas
Geomeétricas do Teorema de Hahn-Banach, para mais detalhes veja [1]. Por
fim, estudamos trés aplicacbes diretas do resultado acima, que sao as
integrais de Riemann-Stieltjes, os limites de Banach e a ordenacdo de
espacos vetoriais. Dentre elas, nesse encontro de iniciacdo cientifica
apresentaremos os limites de Banach que consistem no seguinte: Seja ¢ o
espaco normado de todas as sequéncias convergentes. Dada a sequéncia
convergente (x,), definimos o funcional linear L(x)=lim x,, quando n tende ao
infinito. O funcional L é tal que ||L||=1, e ainda, definindo (X,)'=(X2X3....),
temos que L(X)=L(x’). Além disso, se x,>0, para todo nimero natural n, entdo
L(x)>0. O objetivo principal desta aplicacdo é mostrar que as propriedades
desse funcional podem ser estendidas para o conjunto das sequéncias reais
limitadas, denotado por £*. Vejamos o seguinte teorema, cuja prova pode
ser encontrada em [2].

Teorema: Sejam ¥~ o espaco de sequéncias limitadas de nimeros reais e ¢
0 subespaco normado de sequéncias convergentes, cuja horma € dada pela

norma do supremo. Existe um funcional linear L: £ = R tal que

1) ||LII=1; |

2) Se x pertence a c, entao L(x)=lim x;

3) Se x pertence a £* e x,>0, para todo numero natural n, entdo L(x)>0;
4) Se x pertence a £~ e xX'=(XzX3,...), entdo L(x)=L(x).

Conclusbes

Durante o projeto, podemos observar que a teoria de Andlise Funcional é
uma ferramenta matematica com aplicacdes em diversos campos de estudo.
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