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Resumo

Neste projeto estudamos Analise Real e aplicamos esta teoria para o
desenvolvimento de métodos e técnicas sobre Calculos Aproximados,
especificamente no que se refere a resolucdo de equacbes e calculo de
integrais. Resultados sobre Estimativas de erro e aplicagbes também séo
apresentados.

Introducao

No meio cientifico, especialmente nas Ciéncias Exatas, € muito
frequente nos depararmos com a necessidade de resolver equacdes e
também calcular integrais. Esses dois problemas basicos da Matematica
estdo presentes em outras areas como Fisica, Quimica, Engenharias,
Biologia e Estatistica. Sabemos também que em meio aos calculos, por
vezes temos que utilizar resultados aproximados, pois muitas vezes 0s
dispositivos geralmente utilizados encontram dificuldades técnicas ou até
mesmo sdo impossiveis de serem aplicados. Diante deste contexto nasceu
uma teoria matematica conhecida como Teoria dos Calculos Aproximados, a
qual contém resultados que visam solucionar esse tipo de problema.

Neste projeto, apds um estudo completo sobre analise matemaética,
estudamos trés métodos para aproximacao de raizes de equagfes do tipo
f(x) = 0 e trés métodos para aproximacao de integrais, especialmente Uteis
guando néo é possivel utilizarmos o Teorema Fundamental do Calculo.

Materiais e Métodos

Os estudos preliminares sobre analise real seguiram os tépicos e a
sequéncia da referencia bibliogréafica [2], Bartle e Sherbert (2010), a saber:
nameros reais, sequéncias e séries, fungdes, limites, continuidade, derivada
e integral. A metodologia utilizada na pesquisa consistiu de estudos
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individuais e encontro semanal para realizacdo de seminario publico para
debate dos resultados principais.

Apos dominio dos conceitos centrais e da linguagem matematica da
Andlise Real, passamos para o0 estudo dos problemas relacionados aos
calculos aproximados, inicialmente sobre raizes de equacdes e depois sobre
calculos de integrais. Nossa abordagem foi fortemente influenciada pelos
textos [1], [3], [4] e [5], referencias muito utilizadas na pesquisa.

Resultados e Discussao

A modelagem matematica de diversos problemas nos remete a uma
equacao do tipo
flx)=0. 1)
Surgem naturalmente trés questdes: Existe raiz para a equacédo (1)? Se
existe raiz, ela é unica? E possivel calcular o valor da raiz?
Impondo condi¢gBes apropriadas sobre a funcdo f € possivel garantir a
existéncia de pelo menos uma raiz. O resultado principal nesta direcédo é
consequéncia do Teorema do Valor Intermediario e afirma que se
f €A([a,b]) entdo Z(f; (a, b)) # @,0onde aqui denotamos:
Alla,bB]) ={ f:[a,.b] c R— R; f écontinua e f(a).f(b) < 0},
e
Z(f; (a,b)) = {c €(a,b) tal que f(c) = 0}.
Alternativamente, é possivel provar este resultado por meio de uma
abordagem direta e construtiva, conhecida como método da bisseccéo, que
através de sucessivas divisbes de intervalos ao meio determina um
algoritmo que encontra uma raiz exata da equacado (1) ou gera uma
sequencia de pontos (p,,),.ex Que converge para uma raiz ¢ da equacao (1),
satisfazendo a seguinte estimativa de erro |p, —c| < 1/2".
Acrescentando hipéteses de regularidade a funcdo f é possivel provar
existéncia e unicidade de uma raiz ¢ da equagéao (1). De fato, supondo que
f €:A([a b]) é duas vezes derivavel e f" ndo é identicamente nula e nio
muda de sinal em [a,b], entdo Z(f:(a,b))={c}. Além disso, a sequencia
de pontos (p,),u definida por recorréncia, pelos pontos de interse¢éo de
cordas, ligando pontos do grafico de f, com o eixo x converge para a Unica
raiz da equacéo (1). Este método € denominado método das cordas.
Por outro lado, o método de Newton se baseia na construgdo de uma
sequéncia de pontos que convergem a raiz da equacao a partir de retas
tangentes ao grafico da funcdo f. Também é necessario admitir condicbes
de regularidade, ou seja, supondo que f € A([a, b]) é duas vezes derivavel,
f' nunca se anula e f" é limitada entdo Z(f;(a, b)) ={c} e, além disso, é
possivel determinar uma vizinhancga de ¢ de modo que partindo de um ponto
p,nesta vizinhanca e definindo, por recorréncia, uma sequencia (P,).cx
pelas intercessbes de retas tangentes ao grafico de f com o eixo x, esta
converge para a unica raiz da equacéo (1).
O problema sobre aproximacdo do calculo de integrais é interessante
quando desejamos encontrar a integral de uma funcdo que nao possui
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primitiva, numa forma analitica, pois nesta condicdo ndo podemos usar o
Teorema Fundamental do Calculo. Para cada n € N por §,denotamos a
particdo uniforme do intervalo [a,b] que o divide em n subintervalos de igual

comprimento h,, = =2
n

#,={a=a;<a,=a+t+h, <a,=a+2h,<..< a,=a+nh, =b}
Assim definimos as seguintes aproximac¢des para a integral de uma funcéo f
definida e continua no intervalo [a, b]:

n-ésima aproximacéo a esquerda = E,(f) = h, 2n=p f(a+ kh,)

n-ésima aproximacgédo a direita=Dp_(f) = h, 2r=, fla+kh,)

Ek:—lj JI,H )

n-ésima aproximacao pelo ponto médio = M, (f) = h,, ;j:lf(n: + (

Ey f]'+D (f)

n-ésima aproximacao trapezoidal =

n-€sima aproximacao de Simpson =5, = S,; = —w%zi}

Os nomes sao sugestivos, imagine o caso particular em que f é positiva,
entdo a aproximacao a esquerda consiste em aproximar a integral da funcéo
f no intervalo [a,b]a partir da area dos retangulos de base igual ao
comprimento dos subintervalos formados pelos pontos da particdo e de
altura igual ao valor da fungcéo aplicada no ponto extremo esquerdo do
intervalo em questdo. Analogamente, as aproximacdes a direita e pelo ponto
médio. A aproximacao trapezoidal aproxima o valor da integral de f em cada
subintervalo formado pelos pontos da particdo ao calcular a area do trapézio
cujas bases sao valores de f aplicada nos pontos extremos do subintervalo
e altura igual ao comprimento do subintervalo. A Ultima aproximacao,
aproximacdo de Simpson, aproxima o gréafico da fungéo f por (n-1) funcdes
polinomiais de grau menor ou igual a 2.

E claro que todas as sequéncias (aproximacdes) convergem para

L= f: F(x)dx. Uma questdo interessante é saber qual destas aproximagoes

€ mais eficiente? Isto esta relacionado com resultados sobre estimativas de
erro:

a) Se f é monotona entdo IT, (f) —L| < |f(b) — f(a )I'b a)

b) Se f € C([a,b]) entdo |m,(f) — LI < [ 2225 1571 |4

c) Se f € C*([a,b]) entdo |T,(f) —L| < ['b a)” ||fu||]

d) Se f € C*([ab]) entdo |s,,() - £l < [ =2 7 [ ] 2.
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Conclusodes

A Analise Real é uma teoria fundamental para validar resultados sobre
calculos aproximados, bem como para estabelecer estimativas de erro. Esta
€ a fundamentacdo tedrica necessaria para implem6entar programas
computacionais que visam calcular raizes de equacdes e valores de
integrais.
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