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Resumo:

Este projeto de pesquisa visa a sistematizacdo do conhecimento matematico
para o académico na area de analise matematica, com o intuito de estudar
alguns resultados e aplicacGes elementares do calculo das variacdes.

Introducao

Os problemas matematicos que idealizam nossos problemas cotidianos
sdo, em geral, bem mais atrativos que outros problemas matematicos. Por
exemplo, existem inUmeras situacdes cotidianas nas quais queremos
comprar um objeto com o menor prego possivel, realizar o maximo de
trabalho num determinado tempo, alcangar um objetivo realizando o menor
esfor¢o. De maneira analoga, encontramos na natureza fendbmenos também
descritos por principios de maximos e minimos. Para a resolucao de tais
problemas, buscam-se estratégias capazes de determinar as melhores
configuracdes para a construcdo ou o funcionamento de tais sistemas.

O Célculo das Variagcbes tem como objetivo desenvolver técnicas
matematicas para encontrar e descrever objetos matematicos que otimizam
uma situacdo. Para que os objetivos do projeto fossem cumpridos, foram
estudados os conceitos de primeira e segunda variacdo de um funcional J,
no intuito de determinar seus valores maximo e minimo. A seguir, foi
estudado o problema variacional mais simples, onde foi deduzida a
Equacéo de Euler.

No tocante as aplicacdes, destacamos o estudo das aplicacdes fisicas, onde
se encontram o problema da Braquistdcrona e a Otica Geométrica. Todos
estes conceitos foram abordados sob o ponto de vista analitico, dando
sempre énfase ao rigor matematico.

- Universidade - ~
LY u E M el e ARAUCARIA s~ PARANA
- aringa oo e Apoio o0 o Cnttco R coveroootstavo




27° Encontro Anual de Iniciagcdo Cientifica 2 e 3 de outubro de 2018

7° Encontro Anual de Iniciacdo Cientifica JUnior

Materiais e métodos

A metodologia utilizada no desenvolvimento deste projeto baseou-se no
meétodo hipotético-dedutivo, no qual, a partir do estudo individual dos topicos
relacionados no plano de trabalho, foram realizados varios encontros onde
foi apresentada a evolucdo do trabalho e eventuais dldvidas expostas ao
orientador, em seminarios semanais. Os estudos realizados basearam-se
principalmente nos textos de Aragon [1] e Rousseau [2].

Resultados e Discussao

O problema mais simples do calculo variacional consiste na extremizac¢ao do
funcional J(y) = f:F(x,y,y“j dx na classe C* [a, b] com y(a) = A e y(b) =B,
A e B numeros reais dados e F continua com derivadas de primeira e

segunda ordens continuas. As hipéteses sobre F garantem a existéncia da
primeira e segunda variacao.

Considere a Equacdo de Euler, dada pela seguinte expresséo
d .
F,(xy.y') — = Fy (x,v,¥") = 0. Temos o seguinte resultado:

Proposicdo 1: A Equacdo de Euler representa uma condi¢cdo necesséria
para que y seja extremante do funcional.

Dependendo da funcéo da fungdo F(xy,y') envolvida em cada problema
especifico, a Equacdo de Euler, pode tomar formas mais simples.
Estudamos 5 casos:

i) F néo depende de yj.
A equacdo de Euler fica reduzida a F,(xy) =0, e nesse caso
geralmente nao existe solucédo para o problema variacional, uma vez
que a equacao acima ndo envolve constantes arbitrarias suficientes
para que as condi¢cdes de contorno sejam satisfeitas.

i) F depende linearmente de ys.

Supondo que F se escreva como F(xy.y')= G(xy) + H(xy)y,

assim, a Equacao de Euler toma a forma Z_G_ Z—H= 0. No entanto, a
y E

curva dada por esta equacao nado satisfaz, em geral as condicfes de

contorno, e consequentemente, o problema pode néo ter solugédo na

classe das func¢des continuas.

iii) F depende somente dey'.
Neste caso, a equacao de Euler tem a forma Fy,y,y” = 0. Este caso
esta analisado no primeiro. Assim 0s extremantes para tais funcionais
S&o retas.
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iIv) F ndo depende dey.
A equacao de Euler fica reduzida a i Fo(xy')=0.

v) F nao depende de x.
A equagdo de Euler tem a forma F,— Fyy'— Fyuy' = 0, que
multiplicada por y’ se torna F — y'F,, = k, onde k € uma constante.

Uma das aplicacdes fisicas estudadas foi o Problema da Braquistocrona,
gue consiste em se determinar a curva que une dois pontos A e B, ndo
situados na mesma reta vertical, através da qual, uma particula se desloca
de A até B, somente sob a a¢do da gravidade, no menor tempo possivel.

Figura 1: O problema da Braquistocrona

A solucéo deste problema foi dada por J. Bernoulli, I. Bernoulli, G. Bernoulli e
I. Newton. A curva que da o tempo minimo para o0 movimento da particula
uma cicloide.
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Figura 2: O problema da Braquistocrona - cicloide
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Conclusodes

O objetivo deste projeto de Iniciacdo Cientifica foi o de realizar um estudo
inicial e sistemético do Calculo Variacional, dando enfoque as aplicacfes
fisicas, as quais nos permitem ter uma visdo mais ampla do que ocorre em
ambientes ndo especificamente mateméticos. Esta é uma abordagem muito
comum no contexto da Analise Matematica, a qual podera ser utilizada em
estudos futuros.
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