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Resumo:  
 
Estudamos as três equações clássicas da Física-Matemática, a saber, as 
equações da onda, do calor e de Laplace. O objetivo principal do estudo é 
apresentar resultados sobre a existência e unicidade de soluções clássicas, 
bem como, sobre a dependência contínua dos dados iniciais para os 
problemas de Cauchy e problemas mistos associados a estas equações. 
 
Introdução:  
 
 O conhecimento de Leis da Física deu origem aos modelos 
responsáveis por descreverem os fenômenos da natureza, que na sua 
grande maioria estão constituídos por Equações Diferenciais Parciais (EDP). 
O desenvolvimento do Cálculo Diferencial e Integral, no século XVII, 
proporcionou grande avanço ao estudo das EDPs, e neste contexto, têm 
extrema relevância três tipos de equações, chamadas equações clássicas 
da Física-Matemática, cujos protótipos são: equação da onda, equação do 
calor e equação de Laplace. Nosso estudo, fundamentado na Teoria de 
Fourier (séries e transformadas) e mudança de variáveis, apresenta uma 
abordagem clássica aos problemas, estabelecendo a solução dos mesmos.  
 
Materiais e Métodos: 
 

De acordo com a metodologia usual na pesquisa em Matemática, 
foram realizados estudos individuais, principalmente com a bibliografia 
abaixo, concomitantes a encontros semanais para realização de seminário 
público para debates a respeito dos resultados atingidos.  

 
Resultados e Discussão: 
 



 

 

A situação física que motiva a equação da onda unidimensional em 
um domínio ilimitado é o estudo das pequenas vibrações de uma corda 
elástica. Se  representa o deslocamento do ponto  na corda, no 
instante de tempo , então  deve ser solução do problema de Cauchy:   
 

 

                         (1) 

onde  são funções dadas. Utilizando mudança de variáveis 
provamos o teorema: 
Teorema 1: Se  e , então a função 

 
é a única solução clássica do problema (1), a qual depende continuamente 
dos dados iniciais  e . 
 A equação da onda em domínio limitado surge quando fisicamente 
consideramos uma corda de comprimento  presa nas extremidades, e 
neste caso temos o problema de valores iniciais e de fronteira (PVIF)  
 

 

    (2) 

onde novamente  são funções dadas. Após um estudo 
minucioso sobre a Teoria das Séries de Fourier, utilizando o método de 
separação de variáveis, estabelecemos o teorema: 
Teorema 2: Sejam  e  funções tais que 

 e . 
Então  

 
com 

 
é a única solução clássica do problema (2), a qual depende continuamente 
dos dados iniciais. 
 Estudamos também o fenômeno da difusão de calor num fio condutor 
de comprimento  cujas extremidades são mantidas a temperatura 
constante de 0°C. Se  é a temperatura no ponto  do fio, no 
instante de tempo , então  deve ser solução do PVIF:  
 

 

     (3) 

onde  é um número real positivo e  é uma função dada que 
representa a distribuição inicial de temperatura no fio. Com relação ao 
problema (3) temos o seguinte resultado:  
Teorema 3: Seja   tal que , existe 

 em  e . Então a função 



 

 

 
sendo 

 
é a única solução clássica do PVIF (3). 
 Estudamos ainda a equação do calor em domínios ilimitados e, neste 
caso, Transformada de Fourier é a ferramenta efetiva para resolução do 
problema de Cauchy associado: 
 

 
                       (4) 

que apresentamos no teorema a seguir. 
Teorema 4:  Se   for contínua e limitada, então a função  

 
é a única solução clássica de (4), a qual depende continuamente do dado 
inicial    
 A equação de Laplace está geralmente associada ao estudo do 
potencial de campos gravitacionais ou à teoria de escoamento de fluidos 
incompressíveis. Neste caso não há variações com o tempo, ou seja, os 
problemas são independentes da variável  (tempo) e por isso são ditos 
estacionários.  Tal equação compõe um problema cujo domínio é uma região 

 conexa do plano, que possui uma dada configuração de fronteira. Aqui 
consideramos dois casos: quando  é um retângulo e quando  é um disco.  
 O problema de Dirichlet no retângulo , para a 
equação de Laplace, consiste em encontrar uma função  tal que 
 

 
                      (5) 

onde , na fronteira inferior de  e  nos outros casos. 
Utilizando novamente o método de separação de variáveis concluímos: 
Teorema 5: Se  é como acima e  com  

então  

 
com 

 
é a única solução de (5). 
 Por fim, estudamos o problema de Dirichlet em um disco de raio . 
Utilizando coordenadas polares transformamos o domínio circular num 
retângulo  e o problema transformado é da forma: 



 

 

 

 

                   (6) 

donde, usando o método de Fourier, obtemos o teorema: 
Teorema 6: Se  tal que  e . Então 

 
onde 

 
é a única solução de (6). 
 
Conclusão: 
 

O desenvolvimento de Teorias Matemáticas é fundamental para se 
garantir que os problemas clássicos da Física-Matemática são problemas 
bem postos, ou seja, problemas que possuem solução, a solução é única e 
depende continuamente dos dados iniciais.  
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