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Resumo:

Estudamos as trés equacdes classicas da Fisica-Matematica, a saber, as
equacdes da onda, do calor e de Laplace. O objetivo principal do estudo é
apresentar resultados sobre a existéncia e unicidade de solucdes classicas,
bem como, sobre a dependéncia continua dos dados iniciais para 0s
problemas de Cauchy e problemas mistos associados a estas equacoes.

Introducéo:

O conhecimento de Leis da Fisica deu origem aos modelos
responsaveis por descreverem os fendbmenos da natureza, que na sua
grande maioria estdo constituidos por Equacdes Diferenciais Parciais (EDP).
O desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral, no século XVII,
proporcionou grande avanco ao estudo das EDPs, e neste contexto, tém
extrema relevancia trés tipos de equacgbes, chamadas equacdes classicas
da Fisica-Matematica, cujos prototipos séo: equacdo da onda, equacdo do
calor e equacdo de Laplace. Nosso estudo, fundamentado na Teoria de
Fourier (séries e transformadas) e mudanca de variaveis, apresenta uma
abordagem classica aos problemas, estabelecendo a solucdo dos mesmos.

Materiais e Métodos:

De acordo com a metodologia usual na pesquisa em Matematica,
foram realizados estudos individuais, principalmente com a bibliografia
abaixo, concomitantes a encontros semanais para realizacdo de seminario
publico para debates a respeito dos resultados atingidos.

Resultados e Discussao:
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A situacao fisica que motiva a equacdo da onda unidimensional em
um dominio ilimitado é o estudo das pequenas vibracbes de uma corda
elastica. Se u = u(x,t) representa o deslocamento do ponto x na corda, no
instante de tempo t, entdo u deve ser solu¢ao do problema de Cauchy:

u, =a‘u,,; x€ER t=0,
u(x,0) = ugy(x), (1)
1, (x,0) = u, (x),
onde u,u;:R =R sdo funcdes dadas. Utilizando mudanca de variaveis
provamos o teorema:
Teorema 1: Se u, € C*(R) e u, € C}(R), entdo a funcéo

1 xtat
u(x,t) = 3 [ug(x + at) + uy(x —at)] + %[ u,(s)ds
—at

€ a Unica solucgédo classica do problema (1), a qual depende continuamente
dos dados iniciais u, € u,.

A equacdo da onda em dominio limitado surge quando fisicamente
consideramos uma corda de comprimento L, presa nas extremidades, e
neste caso temos o problema de valores iniciais e de fronteira (PVIF)

U, = a’ Uyrr xe(0,L), t =0,
u(0,t) =u(L,t) =0, t=0, (2)
w(x,0) = ug(x); u,(x,0) = u,(x), x€[0,L],
onde novamente ugu,:[0,L] - R sdo fungbes dadas. Apdés um estudo
minucioso sobre a Teoria das Séries de Fourier, utilizando o método de
separacédo de variaveis, estabelecemos o teorema:
Teorema 2: Sejam wu,€C*([0,L]) e u,e C'([0,L]) funcBes tais que
uy ,uy €ESC([0,L]) e uy(0) =uy(L) = w3 (0) =uy (L) =u,(0)=u,(L) =0,

Entao
= nrat nirat nwx
u(x,t) = Z”:l [ﬂ” cos( 3 )-I— b,!sen( 3 )] sen (T]J
com
Efi' (nnx)dx b 2 L (nnx)dx
a, =— | wu,(x)sen|— e =—| u,(x)sen|—
n L . I}( ) L n nTa . J.( ) L

€ a Unica solucédo classica do problema (2), a qual depende continuamente
dos dados iniciais.

Estudamos também o fendbmeno da difusdo de calor num fio condutor
de comprimento L, cujas extremidades sdo mantidas a temperatura
constante de 0°C. Se u = u(x,t) € a temperatura no ponto x do fio, no
instante de tempo ¢, entdo uw deve ser solucao do PVIF:

u, =ku,,, x€e(0,L), t=>0,
u(0,t) =u(L,t) =0, t=40, 3)
u(x,0) = f(x), x € [0,L],

onde k é um numero real positivo e f:[0,L] - R é uma fung¢do dada que
representa a distribuicdo inicial de temperatura no fio. Com relagcdo ao
problema (3) temos o seguinte resultado:

Teorema 3: Seja f:[0,L] = R tal que f € C([0,L]), £(0) = f(L) = 0, existe
f'em [0,L] e f' € £2([0,L]). Entdo a funcéo
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sendo

2 1k ITXx dx
Cn = LJ;f[.’X?]S‘EH{ L )
€ a unica solucao classica do PVIF (3).

Estudamos ainda a equacao do calor em dominios ilimitados e, neste
caso, Transformada de Fourier é a ferramenta efetiva para resolucdo do
problema de Cauchy associado:

{ur =ku_,. rER t=0 4
u(x,0) = f(x), )
que apresentamos no teorema a segulir.
Teorema 4. Se f: R — R for continua e limitada, entdo a funcéo

1 = -
E—Lr—}'}".-"tlkr v E'hf, £>0
u(x,t) = w’4knt£m fOds
flx) t=0.

€ a Unica solucao classica de (4), a qual depende continuamente do dado
inicial f.

A equacdo de Laplace esta geralmente associada ao estudo do
potencial de campos gravitacionais ou a teoria de escoamento de fluidos
incompressiveis. Neste caso ndo ha variacbes com o tempo, ou seja, 0S
problemas sédo independentes da variavel t (tempo) e por isso sado ditos
estacionarios. Tal equacdo compde um problema cujo dominio € uma regido
01 conexa do plano, que possui uma dada configuragdo de fronteira. Aqui
consideramos dois casos: quando 2 é um retangulo e quando 1 é um disco.

O problema de Dirichlet no retangulo & =[0,L] X [0,M], para a
equacao de Laplace, consiste em encontrar uma funcdo u = u(x, y) tal que

{ILH tu,, =0, (xy)eEQ,
_ (5)
ujan = f(x¥),
onde f(x,¥) = g(x), na fronteira inferior de ©: e f(x,¥) = 0 nos outros casos.
Utilizando novamente o método de separacédo de variaveis concluimos:
Teorema 5: Se f:d01 -+ R é como acimae g € C([0,L])com g(0) =g(L) =0
entao

e neE(y — M NI
u(x,t) = Z A senh [ﬁ] sen (T),
n=1
com
. a,, 2 £ NITX dx
Ap=——F =5 € @, EJ uy(x)sen (T]
senh [— I ] o

€ a Unica solucédo de (5).

Por fim, estudamos o problema de Dirichlet em um disco de raio p.
Utilizando coordenadas polares transformamos o dominio circular num
retangulo I' e o problema transformado € da forma:
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1 1
U, +-U. +—Ug =0, (r8) €l
T e

Ujar = g(6),
donde, usando o método de Fourier, obtemos o teorema:
Teorema 6: Se g: [0.2n] — R tal que g € C([0,L]) e g(0) = g(2m). Entdo

u(x,t) =ay + Z r™[a,, cos(n@) + b, sen(nd)],
n=1

(6)

onde
1 Im 1 Im
a, =—— 9(6) cos(nB)d8 e b,=—— g(8) sen(nf)de

n n n n
p" Jy wp™ J,

€ a Unica solucéo de (6).
Concluséo:

O desenvolvimento de Teorias Matematicas é fundamental para se
garantir que os problemas classicos da Fisica-Matematica sdo problemas
bem postos, ou seja, problemas que possuem solugéo, a solucdo é unica e
depende continuamente dos dados iniciais.
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