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Resumo

Os numeros reais podem ser classificados em racionais ou irracionais e
algébricos ou transcendentes. Os numeros irracionais e transcendentes séao
bastante intrigantes, pois apesar de suas definicbes serem de facil
entendimento, nosso conhecimento de quem séo eles ainda € muito limitado.
Por isso, temos a falsa impressdao de que 0s conjuntos dos numeros
algébricos e dos racionais sdo muito maiores do que 0s conjuntos dos
nameros irracionais e dos transcendentes.

Este projeto de pesquisa teve o intuito de ampliar o conhecimento
matematico de uma discente do Programa de Educacéo Tutorial (PET-
Matematica/lUEM) por meio do estudo dos numeros irracionais e
transcendentes, usando ferramentas do Célculo Diferencial e Integral.

Introducao

As definicbes de numero algébrico e numero transcendente séo feitas
através de conceitos algébricos, mas suas aplicacbes aparecem na
geometria, na analise, na matematica financeira, entre outras areas. Um
namero real ou complexo € algébrico se for solugcdo de uma equacéo
algébrica com coeficientes inteiros e um numero real ou complexo é
transcendente se for ndo algébrico.

A constante de Liouville, definida pela série numérica
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k=1

€ historicamente o primeiro niumero transcendente reconhecido como tal e
foi descoberto pelo matematico francés Joseph Liouville, em 1844. Sabe-se
que todo numero de Liouville € um namero transcendente, porém nem todo
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namero transcendente € um numero de Liouville, como o nimero de Euler e
eorm.

O objetivo principal desse projeto foi o estudo dos numeros irracionais e
transcendentes. Comecamos explorando os numeros algébricos e, num
segundo momento, provamos a irracionalidade e a transcendéncia de alguns
nameros mais conhecidos, como o0 @ e 0 e, e também de nimeros menos
conhecidos, como os numeros de Liouville. Uma propriedade interessante
dos nameros de Liouville € que eles podem ser aproximados tanto quanto se
queira por numeros racionais.

Materiais e métodos

O projeto foi desenvolvido por meio de estudo dirigido, primeiramente
seguindo Milies e Coelho (2006) e depois seguindo Figueiredo (2011).
Encontros semanais com a orientadora ocorreram a fim de discutir o que foi
estudado e esclarecer possiveis duvidas.

Resultados e Discussao

Demonstrar a transcendéncia de um numero é, em geral, uma tarefa
complicada. Grandes matematicos deram suas contribuicdes nessa direcéo,
como Cantor, Hilbert e Euler, mas o primeiro ndmero a ter sua
transcendéncia demonstrada foi a constante de Liouville. Com o objetivo de
encontrar numeros transcendentes, Joseph Liouville estudou todas as
propriedades dos numeros algébricos e construiu um conjunto que nao
satisfazia nenhuma dessas propriedades, os chamados numeros de
Liouville.

Um numero real « € um numero de Liouville se existir uma sequéncia {p;/q;}

de racionais distintos, com mdc (p;.q;) =1 e q; = 0, tal que
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onde {g;} ndo se mantém limitada. Um exemplo de um nimero de Liouville &

a constante de Liouville citada na Introducdo. Depois dela surgiram outros
exemplos, como 0 numero
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Dizemos que um numero algébrico @ € de grau n se ele for raiz de uma
equacao polinomial de grau n com coeficientes inteiros e se nao existir uma
equacao desse tipo de menor grau tal que @« seja solucdo. Sabendo disso
temos o resultado a seguir:
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Teorema: Seja @« € R um numero algébrico real de grau n. Entdo existe uma
constante 4 = 0 tal que
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para todo racional p/g. Se n=1, o resultado vale para todo racional
p/q # a.

Como consequéncia imediata do teorema anterior temos um dos principais
resultados do projeto:

Teorema: Todo numero de Liouville é transcendente.
Conclusbes

Apesar de serem pouco vistos na graduagdo, os numeros algébricos e os
nameros transcendentes sdo interessantes e tém grande utilidade em
diversas areas.

Durante o desenvolvimento do projeto observamos que a irracionalidade de
todos os numeros transcendentes reais segue diretamente do fato de que
todo racional € um numero algébrico. Aléem disso, foi possivel perceber, na
pratica, a dificuldade em se provar a transcendéncia de alguns numeros,
devido a sutileza e extenséo dos resultados.

E valido destacar também a importancia dos nimeros de Liouville, que s&o
nameros reais nao racionais que podem ser “bem aproximados” por
nameros racionais e, portanto, sdo ndo algébricos. Mais ainda, todo nimero
real pode ser escrito como uma soma de dois numeros de Liouville.
Podemos pensar entdo que, mesmo tendo medida nula em R, 0os niumeros
de Liouville estdo estrategicamente posicionados na reta real.
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