27° Encontro Anual de Iniciagcdo Cientifica 2 e 3 de outubro de 2018

7° Encontro Anual de Iniciacdo Cientifica JUnior

ESTUDO DA TEORIA BASICA DE MODULOS

Felipe Gabriel Bogo (PIBIC/FA/UEM), Juliana Camile do Nascimento
(PIBIC/FA/UEM, Laerte Bemm (Orientador), e-mail:
laertebemm1983@yahoo.com.br.

Universidade Estadual de Maringa / Centro de Ciéncias Exatas/Maringa, PR.
Area: Matematica
Subérea: Algebra

Palavras-chave: dominios de ideais principais, modulos finitamente
gerados, grupos abelianos finitamente gerados, Teorema dos Divisores
Elementares.

Resumo:

Neste trabalho estudamos parte da teoria basica de modulos. Damos enfase
a modulos sobre dominios de ideais principais, € mostramos que moédulos
finitamente gerados sobre tais dominios podem ser descritos
completamente. Como aplicacdo disso, classificamos os grupos abelianos
finitamente gerados.

Introducao

A nocdo de modulo € uma generalizagdo de espaco vetorial, em que um
anel com unidade (ao invés de um corpo) age sobre elementos de um grupo
abeliano aditivo. A teoria de moédulos tem muitas aplicacbes em areas
variadas da matematica. Uma das aplicacdes tem destaque especial: a
classificagdo dos grupos finitamente gerados.

Para o caso de moédulos sobre dominios de ideais principais, n0s podemos
decompor esses modulos como soma de modulos indecomponiveis. Uma
vez que grupos abelianos podem ser vistos como médulos sobre o anel dos
nameros inteiros, uma classificacdo dos grupos abelianos finitamente
gerados sera obtida.

O obijetivo principal deste trabalho € estudar tais classificacdes.
Materiais e métodos
O projeto foi desenvolvido por meio de pesquisas bibliograficas e

apresentacoes de seminarios semanais ao orientador a fim de expor os
resultados estudados e de esclarecer possiveis davidas.
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Resultados e Discussao

Apresentamos abaixo as principais definicbes e resultados sobre os quais
falaremos na apresentacdo. Maiores detalhes podem ser encontrados nas
referéncias listadas ao final deste resumo.

Lembramos que um anel gé um dominio de integridade se € um anel

comutativo com unidade, e vale:
dados g, b € R S€ gb = 0, €NtA0 g =@ OU ) = Q.

Definicdo 01: Seja g um anel com unidade 41 Um conjunto ndo vazio ps é dito
um moédulo a esquerda sobre g (ou um g-modulo a esquerda), se pf € um
grupo abeliano em relagdo a uma operacédo de adi¢éo, denotada por 4, e
esta definida uma operacéo externa que a cada par (r,m) R x M associa
um unico elemento -, = pg € satisfaz, para quaisquer ¢ g € quaisquer
m,m M

(i) r(r'm) = (rr')m;

(iif) r(m+m') =rm+rm);

(iif) (r +7r")m =rm+ r'm;

(iv) 1m = m.

Devido a unicidade do elemento simétrico do grupo aditivo (M, +), temos
que (—1)m = —m» PAratodo ;n = p.

Exemplo 2: Todo espaco vetorial sobre um corpo K € um K-médulo.

Exemplo 3: Todo grupo abeliano g pode ser considerado como um modulo
sobre o anel g, dos numeros inteiros, definindo o produto de um inteiro
n € Z porumelemento g € ¢ COMO ng £ 6.

Definicdo 4: Dado um g-modulo pg, um subconjunto ndo vazio y de py € um
submodulo se, e somente se, para quaisquer . n" € Ner € R

(iin+n € N;

(if) 7n € N.

Dizemos que um submaodulo é proprio se ele for ndo nulo e diferente do
modulo todo.

Definicdo 5: Sejam ps e y dois p-mddulos. Uma fungao f. a1 — v € dita um
R — homomorfismo se, para quaisquer ., m’ € M € v € R, temMos:
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(D) f(m +m’) = f(m) + F(m');
(if) f(rm) = rif(m);

Dado um g _homomorfismo de médulos f. as — n, 0 conjunto

Ker(f) ={m € M |f(m) =0}
€ denominado Kernel de fe € um submodulo de . E facil ver que fé

injetora se e somente se ger(f) = {0}.

Definicdo 6: Um modulo ps é dito ser finitamente gerado, se existem finitos
elementos My, my, €M tais que para todo ;; e p, existem Ty ensTy ER
com

m = 1y 4Ty

Definicdo 7: Se y e n’sado submodulos de um g-médulo af, 0 conjunto
N+N =fn +n'|n € Nen' € N}
€ um submaodulo de pg, denominado submédulo soma de p e .

Definicdo 8: Um p-mddulo py € uma soma direta interna de uma familia de
submaodulos My,..., M, de M, se todo elemento ;,; = pr pode ser escrito de
manira unica como ;; = my+ -+ m,, €M que ;e g, para todo; =1, .. .k
Neste caso, escrevemos af = p, @ - & M,-

Definicdo 9: Um gp-moddulo py € decomponivel se existem sdo submodulos
proprios n e p* de pf tais que pr =y @ nN'- Em caso contrario, py €
indecomponivel.

Com todas estas definicdes, estamos aptos para enunciar o teorema
principal desse estudo.

Teorema 10 (Teorema dos Fatores Elementares): Seja p um dominio de
ideais principais. Todo p-moédulo finitamente gerado é soma direta de g-
maodulos indecomponiveis.

Corolario 11: Todo grupo abeliano finitamente gerado pode ser escrito como
uma soma direta da forma = DI B-DEI. -

Desta forma, obtemos a classificagcao de grupos abelianos finitamente
gerados conforme proposto.

Conclusodes
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Apresentamos resultados que sdo generalizagdes de resultados vistas em
cursos de algebra linear e podemos perceber que certas propriedades de
espacos vetoriais ndo sdo validas para modulos. Concluimos que podemos
classificar todo moédulo finitamente gerado sobre dominio principal.
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