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Resumo:

Neste trabalho realizamos um estudo sobre modulos sobre anéis com unidade, suas
propriedades basicas e exemplos. Também estudamos alguns tipos especiais de
modulos como modulos livres, artinianos e noetherianos.

Introducao

O conceito de mddulo nada mais é que uma generalizagcdo da nocdo de espaco
vetorial, onde o0s escalares sado elementos de um anel com unidade (ndo
necessariamente comutativo) ao invés de um corpo. A teoria de modulos se aplica a
varios ramos da Algebra como a teoria de anéis e a algebra homoldgica. Ela se
tornou uma ferramenta bastante importante a partir da década de 1920 com o
trabalho da matematica alema Emmy Noether (1882-1935). Além de provar varios
resultados sobre médulos, foi ela quem observou que o conceito de médulo poderia
ser usado para preencher a lacuna entre duas linhas importantes na algebra: a
teoria de representacdes de grupos finitos por matrizes e a teoria de estrutura de
algebras. Neste trabalho, realizamos um estudo introdutério sobre moédulos. Foram
estudados submaddulos, modulos quociente, homomorfismos, sequéncias exatas,
somas e produtos diretos. Também estudamos maodulos livres, modulos artinianos e
modulos noetherianos.

Materiais e métodos

Durante o desenvolvimento do projeto foram realizadas apresentacdes de
seminarios semanais com o objetivo de suprir possiveis dlavidas e apresentar os
resultados obtidos durante o estudo semanal. Os estudos foram baseados nas
referéncias [1], [2] e [3].

Resultados e Discussao

Na primeira parte do projeto, estudamos a definicdo de médulo sobre um anel com
unidade e vimos varios exemplos. Um médulo a esquerda sobre um anel A (ou um
A-mddulo a esquerda) € um grupo abeliano aditivo M munido de uma multiplicacéo a
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esquerda por elementos de A (chamada multiplicacdo por escalar) satisfazendo as
seguintes propriedades:

M1) a(bm)=(ab)m, paratodosa,o e Ae me M;

M2) a(m+n)=am+an, para todos a € A m,n € M;

M3) (atb)m=am+bm, paratodosa,b e Ae me M;

M4) 1m=m, para todo m € M, onde 1 é a unidade de A.

Modulos a direita sdo definidos de maneira simétrica. Se o anel A é comutativo, todo
modulo a direita € um modulo a esquerda e vice-versa. Por exemplo, todo espaco
vetorial sobre um corpo K é um K-mdodulo; todo anel € um moédulo sobre ele mesmo,
tanto a direita quanto a esquerda, com a multiplicagdo por escalar definida pela
multiplicacdo do anel; o conjunto das fun¢des de um conjunto X em um anel A
munido da soma usual de fungbes e da multiplicacdo usual de um escalar por uma
funcdo € um A-mddulo a esquerda. Também foram estudadas propriedades basicas
de mddulos, submaodulos, mdédulos quociente, homomorfismos, sequéncias exatas,
bem como somas e produtos diretos de médulos.

Posteriormente, estudamos um tipo particular médulo, chamado maodulo livre. Um
modulo livre € um modulo que possui uma base, ou seja, um conjunto gerador
linearmente independente. Por exemplo, todo espaco vetorial sobre um corpo € um
modulo livre e todo anel como um médulo sobre ele mesmo também é livre.
Destacamos que todo médulo € isomorfo a um quociente de um madulo livre. Dai a
importancia de se estudar esse tipo de modulo.

Finalizamos nosso trabalho estudando moddulos noetherianos e artinianos. Um
modulo M é noetheriano (respectivamente artiniano) se toda cadeia ascendente
(respectivamente descendente) de submdédulos de M estaciona. Por exemplo, todo
espaco vetorial de dimensao finita € artiniano e noetheriano. Se um anel A, como
modulo sobre ele mesmo a esquerda, € noetheriano (respectivamente artiniano),
dizemos que A é um anel noetheriano a esquerda (respectivamente artiniano a
esquerda). Por exemplo, o anel Z dos numeros inteiros é noetheriano, mas nao é
artiniano. No entanto, vimos que se um anel A é artiniano a esquerda, entéo ele é
noetheriano a esquerda.

Conclusodes

Neste trabalho estudamos o conceito de modulo, que € uma generalizacdo da nogao
de espaco vetorial, uma vez que os escalares que multiplicam os elementos do
modulo sdo elementos de um anel com unidade, ao invés de um corpo. Vimos que
nem todas as propriedades de um espaco vetorial valem para moédulos. Por
exemplo, nem todo modulo possui uma base. Aqueles que possuem, sdo chamados
de modulos livres. Os resultados sobre médulos podem ser aplicados no estudo de
anéis. Por exemplo, afirmar se um anel A é noetheriano ou artiniano a esquerda nos
permite conhecer algumas propriedades de seus ideais a esquerda, uma vez 0S
ideais & esquerda de A sdo exatamente os submédulos de A como médulo a
esquerda sobre ele mesmo.
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