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Resumo

A homotopia de caminhos pode ser vista como uma deformacéo continua entre dois
caminhos que possuem 0os mesmos pontos final e inicial. Ao estudar esse conceito,
surge uma relacdo de equivaléncia e com ela uma estrutura algébrica natural na
geometria, a de grupo. Esse grupo tem caracteristica de invariante topolégico e seu
calculo pode gerar consequéncias que se aplicam em muitas areas da matematica,
como no caso do grupo fundamental do circulo.

Introducao

Desde a famosa relacdo de vértices, faces e arestas do matemético sui¢co Leonhard
Paul Euler (1707-1783) surgiram questionamentos sobre a existéncia de uma
ferramenta para identificar os objetos em que a férmula de Euler € satisfeita. O
estudo de invariantes para essa formula foi uma das inspiracdes para 0 matematico
francés Jules Henri Poincaré (1884-1912), que em seu trabalho intitulado de
Analysis Situs deu origem aos conceitos de homotopia e de grupo fundamental.

Uma questdo natural na topologia € decidir quando dois espagos topolégicos séo
homeomorfos. Nesse sentido, os invariantes topoldgicos tém papel de destaque,
pois se tratam de propriedades que sao preservadas por homeomorfismos. Um
exemplo é o grupo fundamental, que vem da ideia intuitiva de identificar se um
espaco topologico possui buracos.

O grupo fundamental faz uma ligacdo entre o conceito algébrico de grupo e a
topologia, pois trata de maneira algébrica problemas geométricos. A condicdo de
invariante topologico ndo € a unica aplicacdo do grupo fundamental. Por exemplo, o
grupo fundamental do circulo pode ser utilizado para provar importantes resultados,
tais como o teorema fundamental da algebra e o teorema do ponto fixo de Brouwer.
O objetivo central desse trabalho € usufruir da condi¢cdo de invariante topolégico do
grupo fundamental, investigando as relacdes entre a algebra e a geometria no

exemplo do circulo unitario.
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Materiais e métodos

A pesquisa foi feita a partir de referéncias bibliograficas e apresenta¢cfes orais. Das
discussfes orais, surgiram 0s esclarecimentos necessarios a fixacdo dos conceitos e
aplicacoes.

Resultados e Discussao

O conceito de homotopia é baseado na ideia de deformar continuamente uma
aplicacdo continua em outra. Nesse sentido, surge a concepcdo de homotopia de
caminhos, que € a definicdo de homotopia adicionada as condicbes de que 0s
caminhos tém o mesmo ponto inicial e o mesmo ponto final e, para cada tempo
fixado da deformacédo, a homotopia € um caminho de mesmos pontos inicial e final.
A relacdo de ser homotopico por caminhos é uma relacdo de equivaléncia com
importantes implicagcdes, como a constru¢cdo do grupo fundamental. Tal grupo é
formado pelas classes de equivaléncia para lacos com um ponto base fixado e
munido de uma operacao especifica. Verificamos a invariancia desse grupo sobre
homeomorfismos, 0 que o caracteriza como um invariante topoldgico.

Uma ferramenta que facilita o célculo do grupo fundamental € a de espagos e
aplicacoes de recobrimentos. Usamos esses conceitos para garantir a existéncia de
uma aplicacdo conhecida como levantamento de caminhos e para calcular o grupo
fundamental do circulo unitario, que € isomorfo ao grupo aditivo dos inteiros.

Como consequéncia desse célculo, Munkres (2000) prova teoremas importantes no
contexto geral da matematica, como o teorema fundamental da algebra e o teorema
do ponto fixo de Brouwer.

Conclusbes

Concluimos que o grupo fundamental € uma ferramenta de grande importancia, ndo
s6 por sua caracteristica de invariante topologico, mas também por entregar uma
relacdo util entre a algebra e a geometria, que se provou produtiva por obter
solucdes para problemas classicos de diversas areas da matematica.
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