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Resumo:  
No presente projeto estudamos os conjuntos ortonormais em espaços com produto 
interno.  Quando o espaço munido de produto interno é completo, neste caso 
denominado Espaço de Hilbert, os resultados obtidos são particularmente 
interessantes. Nesta apresentação enunciaremos alguns resultados relevantes e 
apresentaremos a Identidade de Parseval. 
 
Materiais e métodos 
 
No que concerne os espaços de Hilbert e suas propriedades, usamos as referências 
[1] e [2]. Apesar destas referências abordarem espaços de dimensão infinita, vários 
resultados provados em dimensão finita, que são objetos do nosso estudo, 
permanecem válidos ou podem ser estendidos para dimensão infinita.    
Os resultados referentes à Álgebra Linear tiverem como apoio a referência [3].  
 
Resultados e Discussão 
De modo a obtermos o resultado central, ou seja, a Identidade de Parseval faz-se 
necessário alguns resultados e definições.  No que segue,  denotará um conjunto 
ortonormal no máximo enumerável. 
 
Teorema: Seja  um espaço com produto interno,  um conjunto ortonormal de 
vetores em  e  um vetor arbitrário de . Então: 

i. . 
ii. O conjunto , é vazio ou no máximo enumerável. 
iii. Se  então  

Definição: Um conjunto ortonormal  em um espaço de Hilbert  é dito completo se 
não existir outro conjunto ortonormal de  que contenha  propriamente, isto é,  
deve ser o conjunto maximal. 
 
Proposição: Um conjunto ortonormal é completo se, e somente se, para todo  

 tal que  então . 
 



 

 

 

Proposição: Seja  um espaço de Hilbert. Suponha que  é um conjunto 
ortonormal em  e consideremos . Temos:  

i. a série  converge 

ii. sendo  o vetor para o qual a série acima converge, então  

iii.  

iv. . 

Proposição: Suponhamos que  é um conjunto ortonormal completo em 
um espaço de Hilbert . Então . 
 
Proposição: Seja  um espaço de Hilbert e  um conjunto ortonormal em 

. Então  é completo se, e somente se, para todo  é válida a equação:  

 
 
Conclusões 
 
Observemos que para obtermos o resultado principal, a saber, a Identidade de 
Parseval, foi de suma importância a hipótese de o espaço considerado ser Hilbert, 
além do conjunto ortonormal ser completo. O projeto foi desenvolvido em espaços 
de dimensão finita, no entanto, os resultados em dimensão infinita são de maior 
aplicabilidade e maior interesse na área de Equações Diferenciais Parciais. 
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