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Resumo:

Um problema de empacotamento € um problema no qual se deseja alocar itens
dentro de um determinado local. Neste projeto, procura-se escrever o problema de
forma que seja possivel resolvé-lo usando o Simplex (BAZARAA, 1977), um método
de programacao linear. Sendo assim, o problema devera ser escrito considerando
um espaco formado por um poligono convexo, onde serdo alocados alguns
quadrados. Os lados desse poligono convexo serdo escritos como restricdes de um
problema de programacéo linear. Foram pensados dois métodos para a modelagem
do problema, onde ambos consideravam apenas um quadrado por vez, pois logo
apos o problema ser resolvido, esses métodos seriam aplicados novamente, e assim
sucessivamente até que a figura convexa fosse inteiramente preenchida por esses
itens. A diferenca entre cada método é o numero de vértices do quadrado
considerados simultaneamente. Essa diferenca gera vantagens e desvantagens, que
serdo discutidas a fim de encontrar o melhor método. Foi desenvolvido um programa
na linguagem de programacao Python que aplica o0 método de modelagem julgado
mais eficiente. Em seguida, resolve o problema para tantos quadrados quando forem
possiveis, informando a quantidade deles que foi alocada e exibindo uma solucao
grafica. Espera-se conseguir empacotar o maximo de quadrados possivel dentro
desta regido poligonal convexa, para obter um melhor aproveitamento do espaco
presente nela. A ideia é resolver o problema de empacotar produtos de forma a
minimizar o frete.

Introducao

Problemas de empacotamento sdo muito frequentes no transporte de produtos.
Geralmente, como aponta (MIYAZAWA, 2019), esses produtos sédo alocados em
contéineres, e a ma utilizacdo do espaco contido neles pode acarretar na
necessidade de se transportar os produtos excedentes em outros contéineres, o que
torna o transporte mais caro. O problema de empacotamento procura obter um
melhor aproveitamento desse espaco, consequentemente diminuindo o niumero de
contéineres necessarios para o transporte das mercadorias. O problema a ser
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resolvido € um problema de alocagéo de itens quadrados em uma regido limitada,
como por exemplo, um contéiner.

Materiais e métodos

De acordo com (QUEIROZ, 2008), um problema de programacéo linear € escrito da
seguinte forma:
mincx +L +c X,
sujeito a:a, x, +L +a, x =b
)\
8% +L +a,x, 20,

Aqui, temos as variaveisx;, com 1< j<n, a fungdo objetivo cx+L +cx a ser
minimizada, e as restricées a,x +L +a,X,2hb,com 1<i<m.

Para a modelagem do problema de empacotamento como um problema de
programacao linear, o primeiro passo é reescrever os lados do poligono convexo na
forma de restricdes. Para reescrever cada lado de um poligono convexo arbitrario na
forma de restricdes, considere trés vertices consecutivos x;,X,,X; , onde x, = (ul,uz) e

, . W, —Uu
x, = (w,,w,). A reta Ax+ By= K, formada por x ex,, terd coeficientes A= —2——2
W~ Uy
WU, — WU, p e
B=-leK = —=—=——=. Essa reta podera ser transformada em uma restricdo
Wlul

correspondente a este lado realizando o seguinte teste: considerex, = (f,g).
Se Af + Bg> K, entdo a restricdo correspondente sera Af + Bg= K . Por outro lado,
se Af + Bg< K, entéo a restricdo sera Af + Bg<K .

O problema que surge em seguida € que as restricbes se aplicam apenas ao ponto
(x,y), Ou seja, apenas a um ponto, enquanto que um quadrado possui infinitos

pontos tanto em seus lados quanto em seu interior. Como seria possivel julgar se o
qguadrado esta posicionado no interior da figura convexa desta forma? O primeiro
método de modelagem tenta resolver isso reescrevendo as restricdes, de forma que
seja possivel julgar se o quadrado esta posicionado dentro desta regido analisando
apenas um ponto. Considere um quadrado de lado |, cujos vértices sdo E= (x,y),

F=(x+ly), G=(x+1,y+1) e H=(xy+1). Com esses vértices, podemos formar os
seguintes vetores: EE=(0,0), EF=(1,0), EG= (1) e EH=(0,). Vamos atualizar
uma restricdo da forma ax+by=c, correspondente ao lado do poligono convexo
formado por x, e X, . Agora, € necessario subtrair um vetor ideal vao ponto X (ou ao
ponto X,). Esse vetor serd& um dos que foram formados anteriormente. Para
descobrir qual deles ser& o vetor ideal, realizamos o seguinte teste:
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1. Se Eé tal que ax+by=>c, entdo F,G,H resbeifaréo a restricdo ax+by=>cse

a=0e b>0. Nesse caso, podemos escolher EE como o vetor ideal.
2. Se Fé tal que a(x+l)+by=>c, entdo E,G,Hrespeitardo a restricdo

ax+by=>cse a<0 e b>0. Nesse caso, podemos escolher EF como o vetor

ideal.
3. Se Gé tal que a(x+l)+b(y+l)=c, entdo E,F,H respeitardo a restricao

axt+by>cse a<0 e b<0. Nesse caso, podemos escolher EG como o vetor

ideal.
4. Se Hé tal que ax+b(y+l)=c, entdo E,F,Grespeitardo a restricado

ax+by=>cse a=0 e b<0. Nesse caso, podemos escolher EH como o vetor
ideal.
Se ocorrerem dois casos simultaneamente, dos dois vetores podemos escolher
qualquer um.
Ao subtrair v de X, , obtemos um ponto P. Suponha que P =(r,t). A constante c da

restricdo original sera atualizada, e seu novo valor sera c=ar +bt . Isso é feito com
todas as restri¢oes.

O segundo método de modelagem foi criado pensando em evitar ter que escolher
um vetor ideal. Alguns calculos foram realizados e chegou-se a conclusédo de que é
possivel simplesmente aplicar cada restricdo a todos os veértices, isto €, se a
restricdo for ax+by=>c, entdo teriamos 4 restricbes: ax+by=>c, a(x+l)+by=>c,
a(x+1)+b(y+l)=>c e ax+b(y+Il)=>c.

O programa que foi desenvolvido em Python € capaz de modelar e resolver os
problemas, dados os vértices do poligono convexo e o tamanho do lado dos
guadrados. Ele rotaciona o poligono antes de resolver, para posicionar os quadrados
sobre o lado maior da figura. A solucéo é apresentada depois de as rotacdes serem
desfeitas. Para um poligono de vértices (1,0), (1,20) e (20,0), e quadrados de lado

5, 0 programa apresenta a solucao dada pela Figura 1:
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Figura 1 — Solucéo encontrada pelo programa, com 4 quadrados alocados.
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De (BIRGIN, 2010), foram selecionados os problemas 12, 13, 14, 15 e 16, e quando
(BIRGIN, 2010) os resolve permitindo apenas rotacbes de 90° em cada quadrado,
suas soluc¢des conseguem alocar um quadrado a mais que o programa criado nos
problemas 12 e 13, mas para os problemas restantes, ambos conseguem alocar a
mesma quantidade de quadrados.

Resultados e Discussao

O primeiro método de modelagem facilita a resolu¢cdo do problema, visto que nao
aumenta o numero de restricbes, como ocorre no segundo meétodo. O segundo
método consegue eliminar a escolha do vetor ideal, e facilita a modelagem, embora
aumente o numero de restricbes. O programa criado foi capaz de resolver o
problema para véarios quadrados. Ele preenche a figura convexa com os quadrados
até que nao haja mais espaco disponivel. Suas solu¢des séo razoavelmente boas.

Conclusodes

Neste projeto foi estudada a otimizacdo matematica em problemas de programacéao
linear, para que fosse possivel adaptar um problema de empacotamento e resolvé-lo
utilizando programacéo linear e o método Simplex. Com relacdo a modelagem do
problema, o primeiro método se mostrou mais eficaz que o segundo, pois gera um
namero de restricbes menor, facilitando o processo de resolucdo do problema. O
programa para solucionar problemas de empacotamento por meio de programacao
linear foi criado e apresenta solucbes graficas interessantes em um tempo
relativamente curto.
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