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Resumo:

Neste projeto, vimos como a constru¢do do corpo de fragcbes de um dominio
de integridade comutativo se generaliza para o contexto de dominios néo
comutativos. Para os dominios de Ore, assim como no caso comutativo, o
“corpo” de fracbes € unico, a menos de isomorfismo. No entanto, se o
dominio ndo comutativo em questdo ndo € de Ore, entdo, mesmo quando
existe, 0 “corpo” de fragbes ndo é necessariamente Unico.

Introducao

Por definicdo, um anel comutativo R € um dominio (de integridade) se R néo
contiver divisores de zero, isto €, se para todos a,b € R, ab=0 implicar a=0 ou
b=0. Dado um anel comutativo R, dizemos que um par (K,p), onde K € um
corpo e p:R—K é um homomorfismo injetor, € um corpo de fracbes de R se
para todo subcorpo L de K que contém p(R) tivermos L=K. E bastante
conhecido que um anel comutativo R € um dominio se, e somente se, R tiver
um corpo de fracdes. Além disso, tal corpo de fracbes € Unico, a menos de
iIsomorfismo.

No caso em que R ndo € comutativo, é claro que ndo existe um
homomorfismo injetor de R em um corpo. Neste caso, podemos “retirar” a
comutatividade do corpo, ou seja, considerar um anel com divisdo, e obter a
seguinte definicdo: seja R um anel ndo necessariamente comutativo. Um par
(D,p), onde D € um anel com divisédo e p:R—D é um homomorfismo injetor, é
um anel com divisdo de fracdes de R se para todo subanel com diviséo L de
D que contém p(R) tivermos L=D.

Ao contrario do que acontece no caso comutativo, existem dominios néo
comutativos que ndo podem ser imersos em um anel com divisdo. O
primeiro exemplo de um dominio com essas caracteristicas foi construido
por A. I. Malcev em 1937. Tratamos nesse projeto de um problema mais
especifico: descrever os anéis R que possuem anéis com divisdo de fracdes
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(D,p) tais que os elementos de D podem ser escritos na forma p@)pb)?,
com a,b € R, b#0. Tais anéis sdo exatamente os dominios de Ore a direita.

Materiais e métodos

Durante o desenvolvimento do projeto foram realizadas apresentacfes de
seminarios semanais com o0 objetivo de suprir possiveis duvidas e
apresentar os resultados obtidos durante o estudo semanal. A principal
referéncia bibliogréfica utilizada foram as notas do minicurso "Corpos de
fracbes ndo comutativos" apresentado na IX Jornada de Algebra, por
FERREIRA. Também foram utilizadas as referéncias complementares
BAGIO e COHN.

Resultados e Discussao

Na primeira parte do projeto, recordamos algumas propriedades de anéis e
corpos e a construgdo do corpo de fracdes de um dominio comutativo. Por
definicdo, um anel (com unidade) € um conjunto ndo vazio R munido de
duas operagfes binarias chamadas adicdo e multiplicacdo, que satisfazem
algumas condicdes, sendo elas: as duas operagfes sdo associativas, a
adicao € comutativa, existe um elemento neutro com respeito a adicédo (Og) e
um elemento neutro com respeito a multiplicagdo (1gr) tal que 1g e Or séo
elementos distintos, todo elemento de R possui um inverso com respeito a
adicdo e a multiplicacdo € distributiva relativamente a adicdo. Se
multiplicacdo € comutativa, R € dito um anel comutativo. Um anel R é
chamado de dominio se o produto de quaisquer dois elementos néo nulos de
R é um elemento nao nulo (lei do anulamento do produto). Os conjuntos dos
nameros inteiros, dos nameros racionais e dos numeros reais sao exemplos
de dominios comutativos com as operacdes de adicdo e multiplicacao
usuais. Um anel D tal que todo elemento n&o nulo possui inverso
multiplicativo € chamado de anel com divisdo e um anel com divisdo
comutativo é chamado de corpo. Por exemplo, os anéis dos numeros
racionais e dos numeros reais sdo corpos. Mais geralmente, todo anel com
divisdo e, portanto, todo corpo, € um dominio. A reciproca nao é verdadeira.
Por exemplo, o anel dos nimeros inteiros € um dominio, mas ndo é um anel
com diviséo.

Posteriormente, generalizamos a constru¢cdo do corpo de fragbes de um
dominio comutativo para um dominio ndo comutativo R. Neste caso, € claro
gue nédo existe um homomorfismo injetor de R em um corpo, pois um corpo é
comutativo. Entdo, neste caso, consideramos um anel com divisdo. Dessa
forma, dizemos que R tem um anel com divisdo de fracdes se existir um anel
com divisdo D e um homomorfismo injetor p:R—D tal que para todo subanel
com divisdo L de D que contém p(R) tivermos L=D. Como p(R) € um subanel
de D, neste caso, p(R) e, portanto, R sera um dominio. Por outro lado, como
ja dissemos, nem todo dominio ndo comutativo possui um anel com diviséo
de fracOes.
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O principal objetivo do projeto foi descrever os anéis R que possuem anéis
com divisédo de fracdes (D,p) tais que os elementos de D podem ser escritos
na forma p(a)o(b)?, com ab € R, b#0. Tais anéis sdo exatamente o0s
dominios de Ore a direita: um anel R € um dominio de Ore a direita se R for
um dominio e se para todos a,b € R\{0}, aRNbR#{0}.

A construcdo do anel com divisdo de fracbes de um dominio de Ore a
direita é andloga a construcdo do corpo de fracdes de um dominio
comutativo. Além disso, assim como no caso comutativo, o anel com
divisdo de fragbes de um dominio de Ore a direita € Unico, a menos de
isomorfismo.

Finalizamos a nossa pesquisa estudando um dominio ndo comutativo que
nao é um dominio de Ore nem a direita nem a esquerda, mas possui um
anel com divisdo de fracdes, que ndo é Unico a menos de isomorfismo. Tal
dominio é a algebra associativa livre em duas indeterminadas né&o
comutativas sobre um corpo, que possui infinitos anéis com divisdo de
fracdes néo dois a dois isomorfos.

Conclusodes

Neste projeto, foram apresentados alguns conceitos a respeito de anéis e
corpos, com o intuito de estudarmos dominios comutativos e nao
comutativos. Vimos que todo dominio comutativo tem um corpo de fracdes
qgue é unico, a menos de isomorfismo. Vimos também que os dominios de
Ore sdo uma generalizacdo dos dominios comutativos e que estes também
tém "corpos" de fra¢cdes Unicos a menos de isomorfismo. Finalmente, vimos
que a algebra associativa livre € um exemplo de dominio ndo comutativo que
ndo € um dominio de Ore nem a direita nem a esquerda, porém possui
infinitos anéis com divisédo de fracdes nao isomorfos.
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