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Resumo:

Neste projeto, estudamos os ornamentos no plano, que sao formas
geométricas que descrevem os padrdes que se repetem no plano. Iniciamos
definindo as isometrias no plano e classificando-as em cinco tipos:
identidade, translagéo, rotacdo, reflexdo ou reflexdo com deslizamento.
Como o conjunto de todas essas isometrias (munido da composicdo de
funcdes) tem estrutura de grupo, utiizamos a teoria de grupos como
ferramenta para classificar os ornamentos no plano em trés tipos: rosetas,
frisos e papéis de parede.

Introducgao

O conceito de ornamento esta associado a palavra ornato, que significa
“enfeite, adorno”, estando presente em diversos locais, ndo sO decorativos,
mas na natureza em geral. Para entender o que sdo ornamentos, estudamos
em um primeiro momento as possiveis transformacdes geométricas que uma
figura plana pode sofrer, em especial, as transformacdes geométricas que
preservem a distancia entre dois pontos, as quais sdo chamadas de
isometrias. Por meio das isometrias, podemos estabelecer os padrdes
geométricos que se repetem segundo uma ordem. Verificamos que existem
cinco tipos de isometrias no plano: identidade, rotacéo, translacao, reflexao
em torno de uma reta e reflexdo com deslizamento. Em um segundo
momento, utilizamos a teoria de grupos como uma ferramenta essencial na
classificacdo dos ornamentos. Embora existam infinitos tipos de ornamentos,
os dividimos em trés classes de acordo com o0s chamados grupos
ornamentais. Sao eles: o grupo das rosetas (ou das rosaceas), o grupo dos
frisos (ou das fitas) e o grupo dos papéis de parede. O principal objetivo
deste projeto é compreender 0os ornamentos presentes em diversos locais
decorativos e naturais, para que seja possivel diferencia-los, aprecia-los e,
se desejar, cria-los. A principal referéncia para este projeto foi (GERONIMO
e FRANCO, livro em preparacdo). Para maiores detalhes veja também
(ARMSTRONG, 1988), (BACALHAU, 2012), (FERNANDES e MANOEL,
2011) e (Ledergerber-Ruoff, 1982).
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Materiais e métodos

A metodologia utilizada consiste na pesquisa bibliografica de referéncias,
apresentacdo de seminarios e discussdes sobre o tema abordado. Os
semindrios foram apresentados com o auxilio de um quadro negro e giz.

Resultados e Discussao

O principal resultado obtido foi a classificagdo dos ornamentos no plano a
partir de um conjunto de vetores relacionado com o grupo de translacées do
ornamento. Para tal classificacdo, apresentamos a seguir 0S principais
conceitos e resultados referentes a teoria.

Definicdo 1. Uma isometria em R?é uma funcéo I: R> —> R? tal que

NP -1Q) I =11P-Ql
para quaisquer P e Q em R?, onde || * || denota a norma euclidiana em R

Claramente a identidade € uma isometria plana. Existem, além da
identidade, 4 tipos distintos de isometrias planas: a rotacdo em torno de um
ponto, a reflexdo em torno de uma reta, a translagcdo e a reflexdo com
deslizamento, que € a composicao de uma reflexdo com uma translagéo.

Definicdo 2. Chamamos de figura geométrica plana , ou simplesmente
figura, um subconjunto F do plano. Chamamos de simetrias de F as
isometrias do plano que satisfazem I(F) = F.

Definicdo 3. Dada uma figura F, o grupo e formado por todas as simetrias
de F é chamado de grupo ornamental de F . Se existir pelo menos uma
isometria diferente da identidade em [ dizemos que F é uma figura
simétrica . Caso contrario, dizemos que F é uma figura assimétrica .

Lembremos que um conjunto D é discreto se todos 0s seus pontos s&o
isolados, ou seja, todo ponto de D possui uma vizinhanga que ndo contém
pontos do conjunto. Assim, definimos o que € um ornamento:

Definicdo 4. Um ornamento € uma figura simétrica F cujo grupo de
ornamental 'k é discreto.

Como j& mencionamos, faremos a classificacdo dos ornamentos por meio
das translacdes de seu grupo ornamental. Mais precisamente, temos:
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Definicdo 5. Seja F um ornamento e l'r seu grupo ornamental. O grupo
translacional de [ é o0 subgrupo Te=T N ', onde T denota o conjunto de
todas as translacoes de F.

E possivel provar que Tr também é discreto. Além disso, podemos identificar
T com 0 seguinte conjunto de vetores no plano:
Ar={veR% T, e Teh

Como T é discreto, concluimos que Ar também é discreto. Para o préximo
resultado, considere Z o conjunto dos numeros inteiros.

Proposicdo 6. Todo subgrupo discreto D de R? tem uma das seguintes

formas:

a) D ={(0,0)}.

b) Existe um vetor u € R?ndo nulo tal que D = {mu; m € Z}.

c) Existem vetores u, v € R? linearmente independentes tais que
D={mu+nv;m,neZ}.

Como Ar é um subgrupo discreto de R?, ele apresenta uma dessas formas.
Podemos, assim, classificar os ornamentos do plano em relacéo a Ar.

Teorema 7. Sejam F um ornamento e Ar = {v € R% T, € T}, onde Tr é 0
grupo translacional de F. Entéo, F é do tipo:

(1) Roseta, quando A-={(0,0)};
(2) Friso ou Fita , quando Ar = {mu; me Z e u € R%};
(3) Papel de Parede , quando Ar ={mu +nv; m,ne Zeu, ve R?.

(1) (2)
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Conclusodes

Podemos classificar os ornamentos no plano de acordo com as translacoes
presentes no seu grupo translacional, as quais diferem na quantidade de
direcbes. Mais precisamente, no caso em que a figura ndo possui
translacdes nao triviais no seu grupo ornamental, ela € uma roseta. Quando
houver translagdes no seu grupo ornamental apenas em um sentido, a figura
€ um friso. Por fim, se houver translacdes em dois sentidos distintos, entédo a
figura € um papel de parede. Para que esta classificacdo fosse possivel, foi
importante estudar os conceitos de isometrias e de teoria de grupos, os
guais podem ser aplicados em diversas areas do conhecimento. Dessa
forma, o presente projeto nos permitiu 0 conhecimento necessario para criar
padrdes geométricos (ornamentos) que podem ser usados, por exemplo, em
decoracdes de residéncias ou na sua arquitetura. Além disso, permitiu uma
percepcdo mais apurada quanto aos ornamentos presentes Nno nNOSSO
cotidiano e na natureza.
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