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Resumo:

Neste projeto estamos interessados em estudar resultados acerca de
representacdes de grupos finitos, para tal estudamos a representacéo linear
de um grupo, representacdo por permutagdo de um grupo, representacoes
irredutiveis e tabela de caracteres.

Aqui apresentaremos a representacdo linear de um grupo e o Lema de
Schur, o qual é um resultado simples, mas extremamente Gtil na Teoria de
Representacbes de Grupo.

Introducéo

As primeiras definicbes de um grupo abstrato foram dadas no final do
século XIX primeiramente por Cayley, alguns anos depois por Kronecker,
Weber e Frobenius, antes ja eram conhecidos os grupos de permutacdes e
0s grupos dos automorfismos de um espaco vetorial ou grupo linear, assim
uma pergunta natural que surgiu foi: dado um grupo abstrato esse pode ser
“realizado” como um grupo concreto (grupo das permutacdes ou grupo
linear)?

Essa pergunta teve resposta positiva no século XX com a Teoria da
Representacdo de Grupos. Inicialmente com Klein, e depois outros
mateméticos como Molien, Frobenius, Schur, Burnside e Maschke
desenvolveram o basico dessa teoria.

Nessa apresentacdo focaremos na representacéo linear de um grupo G, a
qual é dada por um homomorfismo de G no grupo linear de um espaco
vetorial.

Apresentaremos as definicbes de representacdo de grupos, sub-
representacfes e representacdes irredutiveis em espacos vetoriais de
dimensédo finita. Em seguida veremos o que sao homomorfismos de
representacdes e definiremos representacdes equivalentes. Usando destas
definicbes serdo apresentados resultados que nos dardo informacdes
importantes sobre o ndcleo e a imagem de um homomorfismo de
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representacdes. Com isso, e apos analisarmos o0 nucleo e a imagem de um
homomorfismo de representacdes irredutiveis, poderemos, por fim,
demonstrar o Lema de Schur.

29 a 31 de outubro de 2020

Materiais e métodos

Foram realizadas pesquisas bibliograficas, estudo e discusséo tedrica do
tema abordado.

Resultados e Discussao

Em seguida enunciaremos o0s resultados que nos ajudaram a
demonstrarmos o resultado final.

Definicado: Sejam p;: G — GL (V) e p2: G — GL (W) duas representacdes do
grupo G nos espacos vetoriais V e W, respectivamente. Dizemos que uma
aplicacdo linear T: V —-W € um homomorfismo de representa¢fes pl e p2 se
T o p1g = p2g © T, para todo g em G. Mais ainda, temos que se T: V — W for
um homomorfismo invertivel, entédo pig = T'long oT, para todo g em G, e
assim p; e p, sao ditas equivalentes.

Proposicdo: Sejam p; e p, duas representacdes do grupo G nos espacos
vetoriais V e W, respectivamente, e seja T: V — W um homomorfismo,
entao:

1) Dado v em V, tal que v pertence ao Ker T, entdo pig(v) tambem
pertence ao Ker T, para todo g em G;

2) Dado w em W, tal que w pertence a Im T, entdo pyg(w) também
pertence a Im T, para todo g em G.

Com estes resultados podemos concluir que se p; e p2 séo
representacdes irredutiveis entdo T é bijetora. Assim podemos finalizar a
apresentacdo demonstrando o lema a sequir:

Lema de Schur: Sejam p; e p, duas representacdes irredutiveis do grupo G
nos espacos vetoriais V e W, respectivamente, e seja T: V — W um
homomorfismo de representacdes. Entéo, se p; e p2 ndo sdo equivalentes, T
é nulo.

O Lema de Schur nos permite afirmar que se T: V — V é um homomorfismo
gue comuta com a representacao irredutivel p: G — GL (V), entdo existe um
escalar A, pertencente ao conjunto dos complexos, tal que T= A.ld, onde Id
denota a identidade em V, ou seja, temos que T pode ser escrito como um
multiplo da identidade.
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Conclusoes

O projeto de iniciacdo cientifica nos permitiu estudar em detalhes as
representacbes de grupos sobre espagos vetoriais e caracteres de
representacado. Vimos, também, resultados que nos possibilitam determinar
0 numero de p-subgrupos de Sylow de um grupo finito apenas usando da
ordem deste grupo e verificar quando estes possuem subgrupos normais.
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