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Resumo:

Estudamos as Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDO’s) Impulsivas em
tempos pré-fixados, tempos esses conhecidos de antemao. Estabelecemos
Teoremas de Existéncia e Unicidade para as EDO’s Impulsivas e analisamos
alguns problemas modelados por essas equagodes.

Introducao

Equagbes com impulsos sao apropriadas para descrever processos de
evolugcdo que sofrem variacdo de estado de tdo curta duracdo que podem
ser consideradas instantaneas. Este fendbmeno é chamado impulsivo ou
acao impulsiva e corresponde as descontinuidades de primeira ordem das
solugdes ou de suas derivadas.

Materiais e métodos

Utilizamos a referéncia [1] como principal fonte bibliogréfica no estudo das
Equacbes Diferenciais Ordinarias Impulsivas, e as demais referéncias como
apoio. O projeto foi desenvolvido com estudos individuais por parte da aluna
e com apresentacdo de seminarios semanais para a orientadora e
coorientadora, de modo a expor os resultados obtidos e sanar as possiveis
duvidas.

Resultados e Discussao
As equacbes diferenciais ordinarias impulsivas sdo um tipo especifico de

equacdes ordinarias e, portanto, torna-se necessario relembrar os conceitos
basicos dessa teoria. Para mais detalhes ver referéncias [1], [2],[3] e [4].
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Definicdo: Uma equacdo que contém derivadas ou diferenciais de uma ou
mais varidveis dependentes com relacdo a uma ou mais variaveis
independentes € chamada Equacdo Diferencial. Se a equacdo contém
somente derivadas ordinarias de uma ou mais variaveis dependentes, com
relacdo apenas a uma unica variavel independente € chamada de Equacao
Diferencial Ordinaria (EDO).
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Definicdo: Sejam D c R™!' =R x R™ um aberto e f:D c R™! — R™ uma
funcdo continua. Uma solugdo da Equacdo Diferencial Ordinaria x'(t) =
f(t,x(t)) em um intervalo I c R € uma fungédo x: I — R™ tal que

1. (t,x(t)) €D, Vtel,

2. x é diferenciavel em I;

3. x'(t) =f(tx(®)), Vtel

Definicdo: Seja (ty, xo.) € D. Um Problema de Valor Inicial (PVI), para a
equacdo x' = f(t,x), consiste em encontrar um intervalo I e uma solucao x
em [ tal que t, € I e x(ty) = x,.

Introduziremos, agora, 0 conceito de equacfes impulsivas. Iniciaremos com
a definicdo de sistemas impulsivos. Para representar um sistema impulsivo,
consideramos

1. Uma equacado diferencial x' = f(t,x), onde f:R, xQ — R™ é uma
funcdo que satisfaz algumas condicbes de modo a obtermos a
existéncia e unicidade para o PVI, Q é um aberto de R" e R, é 0
conjunto dos numeros reais positivos;

2. Os conjuntos M(t),N(t) € Q,t € Ry;

3. O operador A(t): M(t) — N(t),t € R,.

Logo, o sistema impulsivo € dado por:

{ x' = f(t, x)
x(t) € M(t) = x(th) = A(t)x(0).

A curva descrita por P, € chamada curva integral e a funcdo que define essa
curva é a solucao do sistema acima.
A solucéo de um sistema diferencial impulsivo pode ser:

a) Uma funcdo continua, se a curva integral {(t,x);t = ty,, x = x(ty)} ndo
encontrar o conjunto M(t) ou se atingir M(t) em pontos fixos do
operador A(t);

b) Uma funcdo continua por partes, com um numero finito de
descontinuidades de primeira espécie, se a curva encontrar M(t) em
um numero finito de pontos que ndo sdo pontos fixos do operador
A(D);

c) Uma funcdo continua com uma quantidade enumeravel de
descontinuidades de primeira espécie, se a curva encontra M(t) em
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uma quantidade enumeravel de pontos que ndo sdo pontos fixos de
A(D);

Definicdo: Os instantes t = t, Nos quais as curvas integrais de um sistema
impulsivo atingem o conjunto M(t) sdo denominados momentos de impulso
do sistema.

Os sistemas impulsivos podem ter os impulsos em tempos pré-fixados, ou
seja, 0s momentos de impulsos sao conhecidos. Seja o conjunto M(t)
representando uma sequéncia de planos t = t;, onde {t,} € uma sequéncia
de tempos tal que ty — o quando k— . Seja Q c R™ um aberto,
definimos o operador A(t) para t =t, somente quando a sequéncia de
operadores A(k), A(k) = A(t): Q — Q, é definido por A(t)x = x + I,(x), onde
I:Q— Q. O conjunto N(t) € também definido para t =t, e dado por
N(k) = A(k)M(k).

Com esta escolha de M(k),N(k) e A(k), um modelo matematico de um
simples sistema diferencial impulsivo com tempo fixado pode ser
representado por

{x’(t) =f(t,x@®), t#t, k=12,..
Ax(t) = Ix(x), t =ty,

onde para t = t; temos Ax(t,) = x(t) — x(t) e x(t7) = lim, .+ x(t).
Quando o tempo € variavel, o sistema se torna

{x’(t) = f(t,x(@®), t#r(x), k=12,..
Ax(t) = I,(x), t=14(x),

onde 1, € uma funcao continua, 7, (x) < Ty41(x) € T, (x) — o0, x € Q.

Estudamos condi¢cées para que 0s sistemas impulsivos acima possuam
solucéao local, global e quando a solugéo existente € Unica.

Aplicacao.

Consideremos a seguinte situacdo descrita por um sistema impulsivo. O
modelo que apresentaremos, modelo de Kruger-Thiemer, descreve a
aplicacao de distribuicdo de drogas no corpo humano. Suponha que a droga,
administrada oralmente, € primeiro dissolvida no ambiente gastrointestinal. A
droga € entdo absorvida em um ambiente amorfo constituido de sangue,
musculos, tecido, etc., chamado de volume aparente de distribuicédo, e é
finalmente eliminada do sistema pelos rins. Suponha que x(t) e y(t) sédo as
guantidades de droga no instante t no ambiente gastrointestinal e no volume
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aparente de distribuicdo, respectivamente, e sejam k, e k, taxas constantes.
As equagfes que representam esse processo sao:

{ x'=—kix
y = —kyy + kyx.

O tratamento é feito de tal forma que nos instantes 0 < t; <t, < <ty <T
a droga é prescrita em quantidades §,, 61, 85, ..., 8y, respectivamente. Desse
modo, tem-se as seguintes condi¢cdes acrescidas ao sistema acima:

X(t1) = x(t7) + 5,
y(H) =y@7), i=12,..,N
x(0) =&, y(0) =0.

Para se obter o efeito terapéutico esperado, € preciso que a quantidade de
droga no volume aparente de distribuicdo nunca fique abaixo de um nivel
minimo durante o tempo de tratamento. No Modelo de Kruger-Thiemer os
instantes de impulso séao pré-fixados.

Conclusdes

As equacdes diferenciais ordinarias possuem um ramo de muito interesse e
aplicabilidade, as equac6es diferenciais impulsivas. Além de ser rica do
ponto de vista matematico, a teoria das equacdes impulsivas traduzem
muitos problemas reais, por exemplo, na area de saude.
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