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Resumo:  
 
  Um sistema de controle bilinear dimensional é uma equação diferencial da 
forma �

�
� �� � ��	� com �, � ∈ ℝ�, �, � ∈ Mat��ℝ	, � ∈ ℝ. Esse sistema é 

dito controlável se para todo par de vetores �, � ∈ ℝ� ∖ �0�, existe uma 
trajetória do sistema começando em � e terminando em �. Nesta 
apresentação será dada uma condição geométrica necessária e suficiente 
para que o sistema bilinear bidimensional ser controlável. 
 
Introdução 
 
  Tomando um sistema de controle bilinear �

�
� �� � ��	�, podemos dizer 

que ele é controlável se para todo �, � ∈ ℝ� ∖ �0�, existe � ∈ � tal que �� �

�, com  
� � ����������	 ⋯ �� ���� �	: "# $ 0, �# ∈ ℝpara qualquer ,�. 
Isso é o mesmo que dizer que �� � ℝ� ∖ �0� para todo � ∈ ℝ� ∖ �0�, com  

�� � ���: � ∈ �� 
é a órbita de �em �. 
  Seja - o grupo do sistema, isto é, o subgrupo das matrizes invertíveis 
geradas por �. É sabido que - é um grupo de Lie conexos, então é 
completamente determinado pela sua álgebra de Lie. No caso em que a 
álgebra de Lie . de - é a álgebra das matrizes geradas por � e �. Isso 
implica que com respeito a topologia de -, � tem interior não vazio. Vamos 
considerar aqui os sistemas que geram as matrizes 2 0 2 do grupo de Lie 
�1�2	 com determinante 1. Para esse sistema foi provado que a 
controlabilidade é equivalente a � � �1�2	. Mais ainda, � � �1�2	 se, e 
somente se, age transitivamente na reta projetiva ℝ34. Baseado nesses 
fatos, segue o critério algébrico para controlabilidade de tais sistemas que foi 
provado em [1]. 
Teorema 1.  Suponha que �, � ∈ 56�2	. Então o sistema bilinear 
bidimensional é controlável em ℝ� ∖ �0� se, e somente se, det89, :; < 0. 
  Aqui iremos interpretar esse critério em termos da posição relativa da reta 
� � ��, � ∈ ℝ, contida em 56�2	, com isso provando uma condição 
necessária e suficiente para a controlabilidade. 



 

 

 
Materiais e métodos  
 
  Artigos científicos e seminários semanais. 
 
 
Resultados e Discussão  
 
  De resultados gerais de álgebras de Lie e teoria de controle. temos que a 
condição que det8�, �; = 0 é equivalente ao fato de que a álgebra de Lie 
gerada por � e � é 56�2	. Então, pela condição de controlabilidade do 
sistema em �1�2	, se o sistema é controlável, segue que � é transitivo em 
ℝ� ∖ �0�, então � � �1�2	, ou seja, - � �1�2	. 
  
  Dada uma álgebra de Lie . e � ∈ ., seja ad��	: . → . a representação 
adjunta de .. Lembre que a forma de Cartan-Killing ?: . 0 . → ℝ é definida 
por ?��, �	 � tr�ad�ad�	. Em 56�2	 a forma de Cartan-Killing é um múltiplo 
da forma traço ?��, �	 � tr���	. Da forma traço podemos ganhar a forma 
quadrática não degenerada @�A	 � tr�A�	. O kernel da matriz @ é o conjunto 
composto com as matrizes � ∈ 56�2	 tais que 0 � B� � C� D E�. Com isso, 
esse conjunto é um cone circular duplo F. Denotamos por FInt o interior de F 
que corresponde a região �A: @�A	 < 0�, e por FExt o exterior �A: @�A	 K 0�. O 
polinômio característico das matrizes de 56�2	 com uma base apropriada é: 
L��M	 � M� D B� D C� � E�. Logo, as matrizes que estão em FInt são matrizes 
tais que E� K B� � C�, então concluímos que seus autovalores são 
puramente imaginários. Agora, se tomarmos as matrizes de FExt temos que 
B� � C� K E� e, portanto, possuem 2 autovalores reais, implicando que, são 
diagonalizáveis.  
  
 Tomando uma matriz de 56�2	 pela base canônica. Seu polinômio 
característico é L��M	 � M� D B� D CE � M� � det�. Pelo teorema de Cayley-
Hamilton, segue que �� � det�O � 0. Como tr��O � 2��, então pela equação 
acima, det� � D

4

�
@��	O. Dessa forma podemos falar que a forma quadrática 

é essencialmente o determinante de uma matriz qualquer � ∈ 56�2	. 
  
 A ideia será relacionar o Teorema 1  com a posição geométrica da reta 
� � �� com respeito ao cone F. Claramente, det�� � ��	 � D

4

�
tr�� � ��	 é 

um polinômio em �. Como tr � �� � ��	 � 0 precisamos explicitar esse 
polinômio para determinar suas propriedades, com isso temos o seguinte 
resultado. 
Proposição 1. O discriminante do polinômio quadrático det�� � ��	 é 
Ddet8�, �; 
 Como det�� � ��	 � D

4

�
@�� � ��	, então �P ∈ ℝ é raiz do polinômio acima 

se, e somente, se � � �P� ∈ F Então, a proposição acima mostra que 



 

 

det8�, �; conta o número de retas do tipo � � ��, com � ∈ ℝ que cruzam F. 
Com isso temos a seguinte proposição: 
Proposição 2.  Suponha que det8�, �; = 0. Então a reta 1 � �� � ��: � ∈ ℝ� 
encontra a região interior do cone duplo F se, e somente se, det8�, �; < 0. 
  Então o Teorema 1 pode ser traduzido de forma geométrica para a 
seguinte condição de controle: 
Teorema 2. Suponha que det8�, �; = 0. Então o sistema bilinear 
bidimensional com controles irrestritos é controlável se, e somente se, a reta 
1 � �� � ��: � ∈ ℝ� encontra o interior de F. Em outras palavras, sobre a 
condição de rank da álgebra de Lie em 56�2	, controlabilidade é equivalente 
a existência de existir �P ∈ ℝ tal que � � �P� tem autovalores puramente 
imaginários. 
 
Conclusões 
 
  Pela condição geométrica de controle para sistemas biliares em 56�2	 dada 
em [1], mostramos que essa condição é equivalente a analisar a posição 
geométrica da reta � � �� com �, � ∈ 56�2	, � ∈ ℝ com o cone das matrizes 
nilpotentes de 56�2	. 
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