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Resumo:

Um sistema de controle bilinear dimensional € uma equacédo diferencial da

forma x = (A+ uB)x com x,y € R? A,B € Mat,(R),u € R. Esse sistema é
dito controlavel se para todo par de vetores x,y € R?\ {0}, existe uma
trajetéria do sistema comecando em x e terminando em y. Nesta
apresentacdo serd dada uma condicdo geométrica necesséria e suficiente
para que o sistema bilinear bidimensional ser controlavel.

Introducéo

Tomando um sistema de controle bilinear x = (A + uB)x, podemos dizer
que ele é controlavel se para todo x,y € R? \ {0}, existe g € S tal que gx =
y, com
S = {etrAtwB) ... oti(A+wiB): ¢ > 0,4; € Rpara qualquerk}.

Isso é o mesmo que dizer que Sx = R? \ {0} para todo x € R? \ {0}, com
Sx ={gx:g € §}
€ a Orbita de Sem x.

Seja G 0 grupo do sistema, isto €, o subgrupo das matrizes invertiveis
geradas por S. E sabido que G é um grupo de Lie conexos, entdo é
completamente determinado pela sua algebra de Lie. No caso em que a
algebra de Lie g de G € a algebra das matrizes geradas por A e B. Isso
implica que com respeito a topologia de G, S tem interior ndo vazio. Vamos
considerar aqui 0s sistemas que geram as matrizes 2 x 2 do grupo de Lie
Sl(2) com determinante 1. Para esse sistema foi provado que a
controlabilidade é equivalente a S = SIl(2). Mais ainda, S = SI(2) se, e
somente se, age transitivamente na reta projetiva RP!. Baseado nesses
fatos, segue o critério algébrico para controlabilidade de tais sistemas que foi
provado em [1].

Teorema 1. Suponha que A,B€sl(2). Entdo o sistema bilinear
bidimensional é controlavel em R? \ {0} se, e somente se, defX,Y] < 0.

Aqui iremos interpretar esse critério em termos da posic¢ao relativa da reta
A+uB, u€eR, contida em sl(2), com isso provando uma condigcido
necessaria e suficiente para a controlabilidade.
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Materiais e métodos

Artigos cientificos e seminarios semanais.

Resultados e Discussao

De resultados gerais de algebras de Lie e teoria de controle. temos que a
condicdo que det{A,B] # 0 é equivalente ao fato de que a algebra de Lie
gerada por A e B é sl(2). Entdo, pela condigdo de controlabilidade do
sistema em SI(2), se o sistema € controlavel, segue que S é transitivo em
R? \ {0}, entdo S = SI(2), ou seja, G = SI(2).

Dada uma algebra de Lie g e A€ g, seja ad(A):g - g a representacdo
adjunta de g. Lembre que a forma de Cartan-Killing k:g X g = R é definida
por k(A,B) = tr{(adAadB). Em sl(2) a forma de Cartan-Killing € um multiplo
da forma traco x(4,B) = tr(AB). Da forma tragco podemos ganhar a forma
quadratica ndo degenerada Q(2) = #(Z?). O kernel da matriz Q é o conjunto
composto com as matrizes A € sl(2) tais que 0 = a? + b% — ¢2. Com isso,
esse conjunto é um cone circular duplo ¢. Denotamos por C,,; 0 interior de C
que corresponde a regido {Z: Q(Z) < 0}, e por Cg, 0 exterior {Z: Q(Z) > 0}. O
polinbmio caracteristico das matrizes de sI(2) com uma base apropriada é:
pa(1) = A2 —a? — b? + 2. Logo, as matrizes que estdo em C,,, S0 matrizes
tais que c?>a”*+ b?% entdo concluimos que seus autovalores sdo
puramente imaginarios. Agora, se tomarmos as matrizes de Cg,, temos que
a’ + b? > ¢? e, portanto, possuem 2 autovalores reais, implicando que, séo
diagonalizaveis.

Tomando uma matriz de sI(2) pela base candnica. Seu polindmio
caracteristico é p,(1) = 12 — a? — bc = 1> + detA. Pelo teorema de Cayley-
Hamilton, segue que A% + detAl = 0. Como trA%1 = 2A%, entdo pela equacéo
acima, detA = —%Q(A)I. Dessa forma podemos falar que a forma quadratica
é essencialmente o determinante de uma matriz qualquer A € sl(2).

A ideia sera relacionar o Teorema 1 com a posicdo geométrica da reta
A + uB com respeito ao cone C. Claramente, det(A + uB) = —g tr(A+uB) é

um polinbmio em u. Como tr= (A =uB) =0 precisamos explicitar esse
polinbmio para determinar suas propriedades, com isso temos 0 seguinte
resultado.

Proposicdo 1. O discriminante do polinbmio quadratico det(A +uB) €
—delA, B]

Como def(A +uB) = —%Q(A + uB), entédo u, € R é raiz do polindmio acima
se, e somente, se A+ uyB € C Entdo, a proposicdo acima mostra que
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det{A, B] conta o numero de retas do tipo A + uB, com u € R que cruzam C.
Com isso temos a seguinte proposicao:
Proposicédo 2. Suponha que det[A,B] # 0. Entdo a reta | = {A+ uB:u € R}
encontra a regiao interior do cone duplo C se, e somente se, det[A, B] < 0.
Entdo o Teorema 1 pode ser traduzido de forma geométrica para a
seguinte condicao de controle:
Teorema 2. Suponha que deffA,B]+ 0. Entdo o sistema bilinear
bidimensional com controles irrestritos é controlavel se, e somente se, a reta
Il ={A+uB:u € R} encontra o interior de C. Em outras palavras, sobre a
condicdo de rank da algebra de Lie em sl(2), controlabilidade é equivalente
a existéncia de existir u, € R tal que A + uyB tem autovalores puramente
imaginarios.
Conclusdes
Pela condigdo geométrica de controle para sistemas biliares em sl(2) dada
em [1], mostramos que essa condi¢cdo é equivalente a analisar a posicao

geomeétrica da reta A + uB com A,B € sl(2), u € R com o0 cone das matrizes
nilpotentes de sl(2).
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