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Resumo:

Neste projeto, procurou-se modelar e resolver um problema de
empacotamento de poligonos convexos no interior de uma regido convexa,
objetivando-se a alocacdo do maior numero possivel de poligonos. Para a
resolucdo do problema, foi utilizado o método gradiente. Por fim, um
programa foi desenvolvido na linguagem de programacdo Python a fim de
realizar de maneira automatica a modelagem e resolugdo de um problema
de empacotamento dado pelo usuario.

Introducéo

Em problemas de empacotamento, busca-se alocar o maior nimero de itens
no interior de uma regido. Em nosso dia a dia, esses problemas sdo comuns
no transporte de mercadorias. Os produtos transportados geralmente séo
alocados em contéineres, e utilizar o seu espaco de maneira inteligente
possibilita armazenar mais itens em seu interior, acarretando na reducéao do
custo do transporte. Neste trabalho, deseja-se resolver um problema de
empacotamento de poligonos convexos no interior de um poligono convexo
usando uma abordagem de programacédo nao linear. Em (BIRGIN, 2006), foi
utilizado o Método das Sentinelas para empacotar itens em uma regiao
convexa sem sobreposicao. Isso foi feito construindo um conjunto finito de
pontos chamados sentinelas correspondente a cada item, de modo que dois
itens se sobrepdem se, e somente se, as sentinelas de um estao no interior
do outro. A abordagem adotada permite a rotagao dos itens. Em (BIRGIN,
2010), buscou-se resolver o problema de empacotamento de retangulos
idénticos em regifes convexas isotropicas. A abordagem utilizada permite
apenas rotacbes ortogonais dos itens. Semelhantemente, também foram
utilizadas sentinelas. Em (BIRGIN, 2019), foi realizado o empacotamento de
elipsoides ndo necessariamente idénticos, buscando maximizar o namero
desses objetos no interior do contéiner considerado. Foram utilizados
modelos de programacéao nao linear introduzidos pelo mesmo autor.
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O problema de empacotamento foi escrito como um problema de
programacao linear irrestrito, e o método de otimizacdo utilizado para
resolvé-lo foi o método gradiente (FRIEDLANDER, 1994). Para a
modelagem do problema, considerou-se uma regido poligonal convexa
RyRy-- Ry e um molde P1F2- - F para construir um item poligonal
Q2 Q, cuja posicao e rotagao é variavel. O problema foi modelado de
forma indutiva. Assim sendo, suponha que m: itens tenham sido previamente
empacotados e gostariamos de empacotar o poligono 7 + 1. A seguir, a

fungéo objetivo [ sera exibida e explicada sucintamente:
f(X,0) =R(X,0)+ S(X,0)+ D(X, 0),

Materiais e métodos

onde

R(X,0 ZZmdx{nTQJ (X,0) — ¢;,0}?

i=1 j=1 3
m

/Y Z'Sx m-!-l /\ 0)

1
D(X,0) = CT= Z Qi(X,0
Os vértices do item poligonal 1 + 1 sao descrltos da segumte forma:

Q; = X + M(6)P,P,.Vj € {2,3,....1}

| [ cos(8) sin(6)
4‘[(6) — l_siu(e) CQS(G)]

b

onde

Para cada lado flifli+1 da regigo poligonal, podemos construir uma
restricdo no formato @i® + biy = ¢i onde @i* +biy =¢i ¢ a reta que
passa sobre esse lado, de modo que o ponto (,9) se encontra no interior
de 11 R -+ R, quando para cada i, todas essas desigualdades s&o validas

T
simultaneamente. Dessa forma, denotando "' = [“" b"] , definimos a

funcdo K acima. Para definir .S, devemos olhar para a fungao bi-m+1, que
verifica a sobreposi¢céo entre o zf-é:simo‘item ja err]pacotado e o item novo.
Para cada item i, seja Si={Wi1,Wia,..., Wio} 0 conjunto de suas
sentinelas. Para construir este conjunto serdo escolhidos pontos no interior
e na fronteira do molde F1#2 - F;. Em seguida, esses pontos serdo
rotacionados e transladados de acordo com a posicéo e rotacdo do i-€simo
item para formar o conjunto ©i. Desse modo, a menos de rotacdo e
translacédo, temos que 0s itens possuem as mesmas sentinelas. Definidas as
suas sentinelas, podemos construir restricdes lineares no formato

i, V\ < Cijk para cada item 2 e cada lado & desse item, de modo analogo a
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construcao das restricdes relativas a regido. Desse forma, a funcéo Si,m+1
pode ser definida como segue:
o

{
Si.m+l(‘x) . Z H max{(f;.;‘. - 71';1jk“"r)1+l.j-()}2
J=1k=1

o {

— Z H max{¢m,+1.x — 71;2_%1_,‘.”’;_}-.0}2

=1 k=1 .
Note que que I? é positiva se, e somente se, o item esta localizado fora da
regido. Dependendo da escolha das sentinelas e de caracteristicas
geométricas dos itens, também é possivel dizer que S € positiva se, e
somente se, 0s itens estdo em sobreposicdo. Para que os itens sejam todos
deslocados para uma mesma direcdo, a restricdo de direcdo L) foi
construida. Basicamente, escolhe-se um vetor C', que aponta para a direcao
contraria a desejada, e depois calcula-se o baricentro do item, de modo que
minimizar D significa deslocar o centro de massa do item o maximo possivel
na direcdo contraria a C'. Dessa forma, o problema consistira em minimizar
f, e uma solucéo sera considerada viavel se I? e .S forem nulas. Por fim, um
programa de computador na linguagem Python foi escrito para modelar e

resolver os problemas de empacotamento automaticamente.

Resultados e Discussao

Sera apresentado o resultado de um problema de empacotamento resolvido
pelo programa. Considere a regido formada pelos vértices (9, 1), (22, 1),
(28.5, 12.26), (22, 23.52), (9, 23.52) e (2.5, 12.26), e o item poligonal cujos
vértices sao (0, 0), (3, 0), (3, 3) e (0, 3), isto é, um quadrado de lado 3. Para
a construcao das sentinelas, vamos utilizar os vértices do item, e 0 seguinte
conjunto de pontos: (1.5, 1.5), (0.7, 0), (2.1, 0), (0.7, 3), (2.1, 3), (0, 0.7), (O,
2.1), (3, 0.7) e (3, 2.1). Apobs inserir esses dados no programa, o problema
foi modelado, resolvido e seu resultado apresentado graficamente como na
Figura 1.
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Foram empacotados 38 poligonos no interior da regido considerada, e o
tempo decorrido foi de 32 minutos. Em geral, os problemas resolvidos
apresentaram solucbes razoavelmente boas, porém o tempo gasto para
soluciona-los foi grande. Para amenizar o problema, foram utilizadas
técnicas para reduzir o comportamento de zigue-zague das sequéncias
geradas pelo método gradiente. Tal comportamento tornava a convergéncia
lenta. Além disso, o programa utiliza a derivada analitica de [, e uma
estratégia para nado comparar todos os itens foi implementada,
proporcionando também um ganho no desempenho. Por fim, o uso de outros
algoritmos de otimizagdo disponiveis na biblioteca scipy.optimize reduziu
significativamente o tempo necessario para resolver um problema.

Conclusodes

O problema de empacotamento de poligonos convexos em uma regiao
convexa por meio de programacao nao linear foi modelado e resolvido. Além
disso, um programa de computador foi escrito para modelar e resolver os
problemas de forma automatica. As solucbes apresentadas por esse
programa foram razoaveis, no entanto o tempo gasto para resolvé-los foi
grande. Para reduzir este tempo, algumas estratégias foram adotadas,
contudo o problema ainda persiste, de modo que atualmente nossos
esforcos estdo concentrados em tornar o programa mais rapido.
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