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Matematica — Matematica Aplicada
Palavras-chave: codigos corretores de erros, sistemas dinamicos cadticos.
Resumo:

O projeto tem como proposta o estudo das estruturas geomeétricas e
algébricas envolvidas na construgdo e caracterizacdo dos coédigos
convolucionais corretores de erros e ainda o estudo dos conceitos de 6rbita,
a dinamica do mapa quadratico Q.(x) = x? + ¢, diagramas de orbita e
introducdo ao Caos que fazem parte da caracterizagcdo dos sistemas
dindmicos discretos. O objetivo principal desta proposta € incentivar o
estudante na participagdo ativa em areas de pesquisa atuais, dando
oportunidade de desenvolver a autonomia, o espirito investigativo e a
pesquisa, estimulando-o a formular e verificar conjecturas pertinentes ao
estudo dos cobdigos convolucionais corretores de erros e sistemas
dindmicos.

Introducéo

Daremos aqui uma introducdo aos dois principais conceitos do projeto:
codigos convolucionais corretores de erros e sistemas dinamicos discretos.

O motivo pelo qual se constroem cddigos corretores de erros como um todo
esta na necessidade de transmitirmos informagfes de um lugar para o outro.
Imagine uma conversa ha 200 anos atras, por exemplo. Antes da invencéao
do telégrafo e do telefone, tinhamos poucas maneiras de transmitir uma
informacdo que ndo fosse falando em uma praca publica. A mensagem,
contudo, ao ser transmitida, sofre ruidos, os quais sdo inerentes a
comunicacdo. Com o avanco da tecnologia, novas maneiras de transmitir
mensagens diferentes surgiram, e cada vez gostamos mais de transmitir
mensagens. Assim, os codigos corretores de erros sdo uma forma bem
estruturada de corrigir a mensagem, buscando eliminar os ruidos. Os
codigos corretores de erros possuem tipos, e 0 mais classico deles vem de
uma teoria de Claude Shannon, e sdo chamados (informalmente) de cédigos
de bloco. Em 1955, contudo, Peter Elias apresentou uma forma diferente de
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realizar a corregdo, e introduziu os codigos convolucionais corretores de
erros.

Um sistema dindmico por sua vez é qualquer sistema que envolva processos
gue estdo em constante mudanca. O clima, a bolsa de valores ou o
movimento de um péndulo representam sistemas dinamicos. O principal
objetivo de um cientista que estuda sistemas dinamicos €&, portanto, predizer
comportamentos futuros. Estudamos assim, o comportamento de sistemas
dindmicos aparentemente muito simples matematicamente, na esperanca de
gue possamos ter uma nocdo do comportamento de sistemas mais
complexos. Por exemplo, conseguimos predizer como um péndulo ira se
movimentar (dada algumas condi¢des), de acordo com a Fisica, porém nao
temos como saber se estard ensolarado daqui um ano. Algumas vezes,
sistemas dindmicos aparentemente simples, como a funcdo quadratica
Q.(x) = x? + ¢ estudada neste projeto, podem se comportar de maneira
extremamente impredizivel, caodtica.

Revisdo da literatura

O estudo deu-se por meio da leitura de livros e artigos relacionados ao
assunto, bem como a apresentacdo de semindrios semanais com O
orientador, e leituras aprofundadas em encontros.

Resultados e Discussao

Tomemos um espaco finito, normalmente este sendo o F, = {0, 1}, o espaco
binario. Um cddigo convolucional é pensado como um caédigo linear sobre
este espaco, contudo, os bits de informacdes por ele codificados nédo sao
organizados em blocos, mas sim, formam uma sequéncia infinita e
dependente do tempo. Dizemos que um codigo convolucional é linear, pois
dada uma sequéncia infinita de entrada u=uOul... o codificador ira, em
dependendo de quantas funcdes lineares a saida esta submetida, entrelacar
e fazer operacdes com u, resultando na saida v. Essas operagdes sao todas
lineares em [F,. Veja o exemplo do codificador convolucional da Figura (1).
Neste exemplo, as fungcdes as quais estdo submetidas as saidas séo
respectivamente f1=(11100...) e f2=(10100...) . Essas func¢des podem ser
obtidas diretamente da figura (realizacéo) do codificador, onde a funcéo fle
f2 representam as saidas nas primeira e segunda “linhas” (observe os sinais
de @). Neste codificador em especifico, temos uma taxa R=1/2, uma vez
gue para cada bit de entrada, dois bits de saida sdo emitidos através do
canal. O registrador, neste caso de memadria ou comprimento 2 séo as
“caixas” (memarias) por onde o0s bits de entrada sao “empurrados” para se
formarem as saidas, que, por sua vez, podem ser vistas como uma
convolugdo da entrada com as fungoes fle f2.

Dessa forma, a saida pode ser entendida como:

=0 P02 v1 V1?2 ) =f(u)=f(u0ul...)
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Figura 1 - Exemplo de um codificador convolucional. Fonte: (Johannesson; Zingangirov,
2015).

Viterbi inventou um simples, porém poderoso, algoritmo para a decodificacédo
das informacgdes. O algoritmo de Viterbi explora a estrutura de uma trelica
(Figura (2.a)) para performar uma decodificagdo com maxima
verossimilhanca, isto €, de forma a reduzir a distancia de Hamming entre as
palavras recebida e enviada. De forma simples, o algoritmo conta os digitos
gue foram recebidos errados eliminam-se os caminhos com mais erros (pois
estes ndo poderiam possivelmente ser os caminhos corretos). Portanto, ao
chegar ao fim da trelica, ha somente um caminho sobrevivente, e com
minima distancia de Hamming entre alguma palavra do cddigo. Esta palavra
€ entdo escolhida como a palavra enviada. Um exemplo de decodificacédo
pode ser encontrado na referéncia (Johannesson; Zingangirov, 2015, p. 33).

1/10

0/00

Figura 2 - (a): Diagrama de trelica para o codificador da Figura (1). (b): Diagrama de
transicdo de estados para o codificador da Figura (1).

Agora trataremos o0s sistemas dinamicos caéticos. O conceito mais
primordial ao estudo é o de 6rbita. Definimos a 6Orbita de x, sobre F como
sendo a sequéncia de pontos x,, x; = F(xg), ..., xn, = F™*(x,), isto é, fazemos
da resposta de uma iteracdo a entrada da préxima. Neste projeto, tomamos,
de maneira geral, para a fungdo F, a fungéo quadratica Q.(x) = x% + c.

Quando calculamos diversas 6rbitas de uma funcéo, temos um Unico
objetivo: observar o comportamento assintotico das orbitas, isto é, o valor
“final” da 6rbita. Este comportamento pode ser dividido em 3: a 6rbita fica
(eventualmente) fixa em um ponto, a 6rbita (eventualmente) oscila entre n
pontos, ou a orbita explode. Aqui, nos interessamos apenas nos dois
primeiros casos, pois estes sdo 0s Unicos que sao possiveis colocar em um
grafico. Para a familia quadratica Q. estudada, observe a Figura (3) . A
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esquerda, neste experimento, foram escolhidos 50 valores de ¢ € [-2,2] na
familia quadréatica, e mostrando no grafico os seus valores assintéticos. A
direita, vemos o que chamamos de diagrama de 6rbita, para x, = 0.
Notemos o seguinte: para c € [—2,2], o comportamento do grafico apresenta
alguns comportamentos interessantes, destacamos as bifurcacdes que
podem ser vistas (porém nao definidas), e uma assustadora auto-
semelhanca. Isto é, se ampliamos o diagrama da direita, ele parecera o
mesmo diagrama! E uma pena que ndo podemos mostrar com detalhes este
comportamento.
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Figura 3 — A esquerda, um esquerda, foram computados as 6rbitas de 50 valores de
c € [—2,2]. Adireita, o diagrama de 6rbitas para a fungéo quadréatica.

Além destes comportamentos interessantes, fica o questionamento: e para
c fora deste intervalo? Bem, para ¢ > 2, todas as Orbitas em 0 tendem ao
infinito. Ja para ¢ < 2, apds algumas definicdes no campo da topologia, foi
definido o que é o caos. Com esta definicdo, foi observado que para esses
valores, a funcdo quadratica apresenta um comportamento cadtico.

Conclusbes

Os topicos estudados sobre os cédigos convolucionais corretores de erros,
bem como toda a estrutura estudada sobre os sistemas dinamicos caoticos,
foram de muita utilidade para uma aproximacéo com a aplicacdo de uma
teoria matematica dentro de um contexto tecnoldgico, bem como diversos
outros aprendizados aplicaveis.
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