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Resumo:

Neste trabalho estudamos dois topicos importantes da Teoria dos
Grupos, a saber: grupos de permutacdes e acdes de grupos, além de suas
aplicacdes na resolucdo do cubo de Rubik e no problema de contagem de
sudokus “nao equivalentes”.

Introducéo

Em grande parte das resolu¢cdes de problemas de contagens, esta
presente a Teoria dos Grupos, especialmente os grupos de permutacdes e
as acoes de grupos. Um exemplo disso, € o caso em que se deseja contar o
numero de sudokus “ndo equivalentes”.

Um outro caso em que aplicamos os grupos de permutacoes e agdes
de grupos é na resolucdo do cubo de Rubik. Este € um quebra-cabeca
composto por 27 cubos pequenos dispostos em camadas 3x3x3 onde as
faces dos cubos sao coloridas com 6 cores diferentes. A brincadeira consiste
em embaralhar esses pequenos cubos e em seguida arruma-los de tal forma
gue os quadradinhos de cada face sejam todos da mesma cor.

Materiais e métodos

Durante o projeto, foram estudados um livro e alguns artigos sobre os
assuntos. Em seminarios semanais, apresentamos os resultados obtidos.

O livro [3] foi o primeiro a ser estudado, pois aborda a Teoria dos
Grupos. Com base no texto [5], vimos varios resultados importantes sobre
acOes de grupos, entre eles, o Teorema de Contagem de Burnside. Os
escritos [1], [2] e [4] foram o suporte para o estudo das aplicacdes de acoes
de grupos no problema de contagem de sudokus e na resolucéo do cubo de
Rubik.

Resultados e Discussao
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O Sudoku é um quebra-cabeca em que é dada uma matriz 9x9 com
algumas entradas preenchidas com elementos do conjunto
A={1,2,3,4,5,6,7,8,9} e outras entradas vazias. Para ter sucesso no jogo, é
preciso preencher as células vazias com inteiros entre 1 e 9 de modo que,
em cada linha, coluna e “bloco” 3x3, cada elemento de A apareca somente
uma vez, como podemos ver na Figura 1.
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Figura 1 — Exemplo de sudoku e sua solucao.

Ja no sudoku junior, temos uma matriz 4x4 contendo algumas
entradas vazias e outras com elementos do conjunto {1,2,3,4}. O objetivo do
jogador é completar toda a matriz com inteiros de 1 a 4 de modo que em
cada linha, coluna e “bloco” 2x2 cada inteiro apareca somente uma vez,
como pode ser observado na Figura 2.

114 2 11143
4 2 11 4 13121
21114 31214
1 114]13]2

Figura 2 — Exemplo de sudoku junior e sua solugéo.

Alguns sudokus (e sudokus juniores) sdo ditos equivalentes. Isso
acontece, por exemplo, quando dois sudokus podem ser obtidos um do outro
através de uma troca de linhas e uma re-etiguetagem das entradas, como na
Figura 3 onde o sudoku a direita é obtido do da esquerda trocando-se as
duas primeiras linhas e aplicando o ciclo (1 2 3 4) em cada entrada, isto €&,
substituindo 1 por 2, 2 por 3, 3 por 4 e 4 por 1.
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Figura 3 — Exemplo de sudokus equivalentes.

Nés definimos estes como equivalentes, pois 0os meétodos para
solucionar um podem ser aplicados para resolver o outro. Por exemplo, no
primeiro sudoku, o elemento a sera 3 pois é 0 Unico inteiro de 1 a 4 que
ainda ndo aparece na segunda linha. A mesma estratégia pode ser usada no
segundo sudoku para descobrir que a entrada 3 € 4.

Durante os estudos, analisamos algumas manipulacdes elementares
gue carregam um sudoku junior completo para outro. Sao elas:

* Re-etiquetagem das entradas;

* Trocas das linhas 1 e 2 ou das linhas 3 e 4;

* Trocas das colunas 1 e 2 ou das colunas 3 e 4;

» Trocar as duas primeiras linhas pelas duas ultimas;

e Trocar as duas primeiras colunas pelas duas ultimas;
* Rotacgédo de 90° no sentido horério;

* Reflexdo na diagonal.

Essas permutacfes podem ser vistas como fung¢des no conjunto X de
guebra-cabecas concluidos e assim podemos definir um grupo G gerado por
essas fungbes. Esse grupo agira em X onde gex=g(x) para todo gl1G e x[IX.
Com essas definicdes, o objetivo do trabalho foi calcular o nimero de oOrbitas
desta acgdo, pois este € o numero de sudokus “ndo equivalentes”.

Ja em relacdo ao sudoku 9x9, foram analisadas manipulacdes
similares ao sudoku janior e analogamente foi definido um grupo G que age
no conjunto de sudokus completos.

Ao fim do estudo de aplicacdo de acdes de grupos na contagem de
sudoukus “ndo equivalentes”, vimos que o numero de Orbitas da acdo sobre
0 conjunto X de sudokus juniores completos é 2. Ou seja, existem apenas
dois quebra-cabecas de sudokus juniores concluidos ndo equivalentes. Ja
sobre os sudokus 9x9, foi encontrado um conjunto de apenas trés elementos
gue geram todos os elementos do grupo G que néo sao re-etiquetagem das
entradas.

Conclusodes

Ao longo de todo o projeto, vimos a importancia das a¢oes de grupos
nao s6 dentro da Teoria de Grupos, mas também na Combinatoria, no
estudo de sudokus ndo equivalentes e na resolucdo do cubo de Rubik.
Sabemos agora que com acfes de grupos convenientes, obtemos muitos
resultados extraordinarios.
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