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Resumo:

Neste trabalho foram estudadas as quase-métricas, um caso mais geral que
a métrica. Conceitos métricos como continuidade, completude e
compacidade, foram revisados para a hipétese mais fraca e alguns
resultados foram adaptados, sem perder a sua natureza

Introducao

Um espaco métrico consiste de um par (X,d) onde X é um conjunto e d é
uma funcéao
d: X x X - []7

com as seguintes propriedades:

e d(x,y) =0 se x=y;

o d(x,y) = d(y.x);

o d(xy) =d(x,z) +d(z,y).
d € denominado de métrica de X enquanto d(x,y) € a distancia entre x e y.
O que acontece ao relaxar uma das propriedades de um espaco métrico?
Retirarmos a simetria de uma métrica, ou seja, a distancia de x até y pode
ser diferente da distancia de y até x. Denominaremos essa funcdo de quase-
métrica e o par (X,h) de espaco quase-métrico.
De forma semelhante é possivel definir uma norma assimétrica. Seja X um
espaco vetorial e ||-||: X —» [I*. ||-]] € uma norma se satisfaz as seguintes
propriedades:

e ||x]| =0 se x=0;

o [[AX]] = |A[-[Ix][;

o lxyll < I+ vl
onde A é um escalar qualquer. A norma assimétrica F(x) € quando a
segunda propriedade é substituida por F(A-x) = A-F(x) quando A > 0.
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Fizemos encontros semanais de uma hora e quarenta minutos, onde
discutimos os assuntos indicados na semana anterior. As dulvidas que
surgiram foram discutidas durante a exposicdo ou entdo durante a semana
em horario pré-definido.

Materiais e métodos

Resultados e Discussao

Em espagos quase-métricos temos duas topologias geradas naturalmente
por causa da assimetria. Dado um ponto x e um raio r > 0 a bola B(x;r) e a
contrabola B(x;r) sdo conjuntos definidos como

B(x;n={y € X; h(x,y) <r} e B(x;n={y € X; h(y,x) < r}.
Desta forma, um subconjunto D € X é aberto (contra-aberto) se para todo x
D existe r > 0 tal que B(x;r) € D (B(x;r) € D).
Um ponto a € X é fino se para todo € > 0 existe & > 0 tal que B(x;0) € B(X;g).
De forma analoga dizemos x é grosso se B(x;0) € B(x;e). Seja D € X.
Dizemos que D é fino (grosso) se todo ponto x € D é fino (grosso), caso D

seja fino e grosso entao dizemos que D é refinado.

Essa terminologia € semelhante ao que relaciona topologias. Vamos mostrar
gue elas sdo equivalentes. Uma topologia (1 de X é uma colecdo de
subconjuntos de X tal que

e [le Xestdoem [];

e A unido de uma familia arbitraria de elementos de [1 esta em [;

e A interseccdo de uma quantidade finita de elementos de [] estd em (.
Da mesma forma que todas as bolas em um espagos métrico X geram uma
topologia, temos que todas as bolas e contrabolas em um espacos quase-
métrico X geram a topologia a direita [J,, de X e a topologia a esquerda [
de X.

Dizemos que [, € mais finoque [, se [, € [J.Caso [], €[], entdo [, é
mais grossa que [1.
Teorema 1:

X € fino (grosso) se e somente se [J; é mais fino (grosso) que [1.. Em
particular, X é refinado se e somente se (1, =[] .

A primeira grande caracteristica dos espagos quase-métricos € existir duas
topologias naturais no mesmo conjunto, sendo que uma pode ser diferente
da outra. Portanto, para qualquer definicdo ou propriedade que reside
somente em uma topologia, existe uma versado analoga para outra topologia.
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Uma sequéncia (x,) converge a direita (esquerda) a um x € X se a sequéncia

converge na topologia a direita (esquerda). Se (x,) convergir em ambas as
topologias entdo diremos que (x,) € totalmente convergente.

Se uma sequéncia converge totalmente a um Unico ponto, esse caso € bem
semelhante aos de espa¢os métricos. Porém uma sequéncia pode convergir
a direita para mais de um ponto.

Usando sequéncias podemos visualizar o teorema 1 de outra forma. X € fino
se e somente se toda sequéncia que converge a direita a um X converge a
esquerda a x.

Para a definigdo topoldgica de uma funcao ser continua, podemos definir até
15 tipos de fungdes continuas distintas, mas iremos trabalhar com 3 delas.
Sejam (X,hx),(Y,hy) espacos quase-métricos. Uma funcdo (1: X —» Y é
continua N-D (E-N) se a imagem inversa de um aberto (contra-aberto) em Y
€ aberto (contra-aberto) em X. Caso [ seja continua E-N e N-D, entdo (] é
continua E-D. Assim, propriedades topolédgicas sobre a topologia esquerda
ou direita de Y sao propriedades topoldgicas a esquerda ou a direita em X.

1 @ uma funcao Lipschitziana se existe um escalar c>0 tal que

hy(C1(x),11(Y)) = c-hx(x,y)

para todo x,y € X. Caso hy([1(x),[1(y)) = hx(x,y) entdo diremos que [ € uma

isometria. Da mesma forma que as func¢des Lipschitzianas sdo continuas em
espacos métricos, aqui funcgdes Lipschitzianas sdo continuas E-D.

Seja X um espaco vetorial de dimensado finita. Considere uma norma
assimétrica F e a norma euclidiana ||-||. Existem m,M>0 tais que

ml|v|| < F(v) = M|}v]]
para todo v € S. Através desse resultado € possivel provar que 0 € fino e
grosso em X. Usando que a funcgéao translagéo [1(v) = v + w € uma isometria

para qualquer w € X, temos o seguinte teorema

Teorema 2:
Todo espaco vetorial normado assimétrico X de dimenséo finita € refinado,
ou seja, [ =[1.

Temos duas definicbes que ndo séo topologicas, mas sim dependentes da
guase-métrica.

Uma sequéncia (x,) € de cauchy se para todo € existe N € [] tal que

se n,m> N = h(Xn,Xm) < €.
Um espaco quase-métrico X é completo se toda sequéncia de Cauchy for
totalmente convergente.
Se (xn,) converge totalmente a um ponto entdo (x,) € Cauchy. Porém se (x,)
convergir somente a direita ou a esquerda, ndo podemos dizer nada.
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Um espaco quase-métrico X é equilibrado se dados duas sequéncias (x,) e
(ym) tais que [0 L«h(ym,Xn)=0 € dois pontos X,y tais que h(x,x,) < r e

h(ym,y) < R para todo n,m € N, entdo h(x,y) < r+R.

Uma das propriedades de um espaco ser equilibrado € que se (x,) for
convergente a direita (esquerda) entdo sera a um unico ponto.

Um subconjunto A € X é denso em X se para todo x € X e toda vizinhanga
[, de x temos que A n [, = J. No caso do espaco quase-métrico, A pode

ser denso em relagédo a (1, ou [1;. Mas como no seguinte resultado vamos
usar que X é refinado, entéo irei dizer somente que o subconjunto é denso.
Lema:

Seja X um espaco quase-métrico refinado e X’ um subconjunto denso em X.
Considere também Y um espago quase-métrico completo e (1% X’ - Y uma
funcao Lipschitziana. Entdo existe uma unica funcao Lipschitziana [1: X - Y
tal quel] restrita a X é igual a [1"

Para qualquer espaco métrico X é possivel encontrar um espac¢o meétrico Y
completo onde X € denso em Y. Para 0s espacos quase-métricos
necessitamos de algumas hipéteses.

Teorema 3:

Seja X um espaco quase-métrico refinado e equilibrado. Entdo existe Y um
espaco quase-métrico completo tal que X é um subconjunto denso em Y. Se
existir Y’ um outro espaco quase-meétrico satisfazendo as mesmas condicoes

de Y, entdo existe [1 : Y - Y’ uma isometria tal que [ restrita a X € igual a
fungéo identidade.

Conclusodes

Foi observado que a principal caracteristica da quase-métrica é admitir duas
topologias, a saber: A topologia a esquerda e a topologia a direita. Para
alguns resultados, basta trabalharmos em somente uma das topologias e
conseguimos proceder como no caso de métricas. Ja resultados como o
teorema 3 necessitam que as duas topologias coincidam. Além disso sao
necessarias hipéteses novas, como o0 espaco quase-métrico ser equilibrado.
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