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Resumo:

O principal objetivo do trabalho foi estudar a Conjectura Jacobiana, especialmente
no caso de aplicacdes polinomiais do plano no plano. A Conjectura Jacobiana é um
problema em aberto que lida com um problema cldssico em matematica, que é dar
condicbes para que um difeomorfismo local seja um difeomorfismo global. Neste
sentido, identificam-se alguns casos em que esta propriedade é verificada e outros
em que ela é falsa. Em particular, o estudo desta conjectura no caso de aplicacdes
do plano no plano esta associado a determinados poligonos, chamados poligonos
de Newton. Desta forma, é possivel obter uma visualizacdo geométrica do problema
estudado.

Introducgao

A Conjectura Jacobiana é um famoso problema matemético ainda nédo resolvido,
conjecturado em 1939 pelo matematico aleméao Otto Heinrich Keller (1906 - 1990). O
problema pode ser colocado da seguinte maneira: Sejam K o corpo dos reais ou
complexos e F: K™ — K™ uma aplicacao polinomial com determinante jacobiano n&o
nulo em todo ponto do seu dominio. Entdo F é invertivel e sua inversa € polinomial.
Ainda que apresente um enunciado simples, a Conjectura Jacobiana ainda nao foi
completamente resolvida, apesar das inumeras tentativas de prova-la.

O matematico Sergey Pinchuck, em 1994, exibiu um contraexemplo para a
Conjectura Jacobiana, para o caso de aplicagcbes polinomiais reais de duas
variaveis. Ele apresentou uma aplicacdo em que, ainda que seu determinante
jacobiano seja ndo nulo, tal aplicagdo ndo é injetora. Por outro lado, j& foi provado
gue a Conjectura Jacobiana € valida para qualquer aplicacdo complexa do tipo
F:K™ - K" onden > 2 e ograude F & menor ou igual a 2, mas ainda esta aberta
para o caso em que n = 3.

Por volta do ano de 1980, os matematicos Bass, Yagzhev, Druzkowski, Connel e
Wright descobriram que, para verificar a Conjectura Jacobiana, basta verificar se
esta é verdadeira para uma classe especifica de aplicacdes polinomiais.
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Uma das abordagens deste trabalho foi a utilizacdo dos poligonos de Newton como
ferramenta para tratar a Conjectura Jacobiana no caso de aplicacbes do plano no
plano. O grande fisico e matematico Isaac Newton descreveu estes poligonos no
ano de 1676, em correspondéncia a Henry Oldenburg, filésofo alemdo. Os
poligonos de Newton permitem uma visualizacdo geométrica do problema abordado
neste trabalho.

Materiais e Métodos

Os principais materiais utilizados foram bibliografias especializadas no assunto. As
referéncias [1] e [2] foram essenciais para o estudo de conceitos basicos de Analise
e Topologia. Destaca-se a referéncia [3] para o estudo da Conjectura Jacobiana e
dos poligonos de Newton. Além disso, foram utilizados os softwares Geogebra e
Maxima para construcao de figuras e o estudo de polinbmios.

Resultados e Discussao

Durante os estudos, apresenta-se a famosa Conjectura Jacobiana. Um problema
matematico ainda em aberto em que dada uma aplicacdo polinomial F: K —» K",
onde K = R ou K = C, cujo determinante da matriz jacobiana de F é n&o nulo para
gualquer x € K™, entdo F é injetora ou sobrejetora. Nesse contexto, € possivel provar
gue para n = 1 a conjectura é verdadeira; porém, os demais casos podem nao ser
triviais.

A partir do contraexemplo de Pinchuck, prova-se que a Conjectura Jacobiana € falsa
para aplicacGes polinomiais do tipo F: R? —» RZ2. A conjectura ainda estd em aberto
para o caso de aplicacdes do tipo F = (f,g):C* - C? mas se sabe que é
verdadeira quando f € linear ou g é linear ou, ainda, o grau de F é inferior a 102.
Para F: R®> - R3 a Conjectura Jacobiana ainda é um problema em aberto, porém
ela é verdadeira para a classe de aplicacées polinomiais do tipo F: K™ — K™, com
F(x) = X + H(x), em que H € uma aplicagcdo polinomial homogénea de grau 3.

Em seguida, relaciona-se o estudo dos Poligonos de Newton com a hip6tese da
Conjectura Jacobiana. O poligono de Newton N(f) de um polinbmio f € a envoltoria
convexa do conjunto dos pontos de suporte deste polinbmio com o ponto (0,0). Com
esta ferramenta, € possivel obter propriedades interessantes a respeito dos
poligonos de Newton de um par de polindmios (f,g) que satisfazem a Conjectura
Jacobiana. Tais propriedades foram exploradas nos chamados Teoremas de
Semelhanca, que séo resultados que relacionam os polindbmios f e g a partir de uma
visdo geométrica, mostrando que os poligonos de Newton de f e de g séo
semelhantes. Assim, apresenta-se também o segundo Teorema de Semelhanca, o
qual afirma que existe uma proporcdo entre os poligonos de Newton de f e de g
relacionada ao grau de cada um desses polinémios.
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Conclusbes
Neste trabalho, sdo apresentados resultados em que a Conjectura Jacobiana se
verifica e alguns casos ainda em aberto. Abordam-se também alguns
contraexemplos para essa conjectura, 0 que nos possibilitou ter uma ideia da
complexidade deste problema de enunciado tdo simples. Dessa forma, obtém-se
resultados que caracterizam determinados pares de polindmios, de modo que os
poligonos de Newton associados a tais polinémios sdo semelhantes.
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