VM=

31° Encontro Anual de Iniciacdo Cientffica 31° EAIC 10 e 11 de novembro de

11° Encontro Anual de Iniciacao Cientifica Junior T1° EAIGr 2022

o0

O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA VIA TOPOLOGIA ALGE BRICA

Eduardo Atanasio Saloméo (PIC/UEM), Marcelo Escudeiro Hernandes (Orientador),
e-mail: ral14103@uem.br.

Universidade Estadual de Maringa / Centro de Ciéncias Exatas/Maringa, PR.
Matematica / Algebra e Topologia Algébrica
Palavras-chave: Homotopia, caminho, grupo fundamental.
Resumo:

O principal objetivo deste trabalho foi estudar Teorema Fundamental da Algebra,
particularmente utilizar ferramentas da Topologia Algébrica para analisa-lo e
demonstra-lo. O Teorema Fundamental da Algebra, como o préprio nome ja diz, é
conceito essencial no estudo de raizes de um polinbmio com coeficientes em um
corpo algebricamente fechado. Neste sentido, a pesquisa foi iniciada por meio da
identificacdo e construcdo de ferramentas da Topologia Algébrica, como por
exemplo, os diversos conceitos de homotopias e grupo fundamental no intuito de
convalidar o principal resultado do projeto: o Teorema Fundamental da Algebra.

Introducéo

A Topologia é a area da Matematica que estuda os espacos topoldgicos, sendo
considerada como uma extensdo da Geometria com diversas aplicacbes e
resultados importantes. Como Topologia € uma area muito ampla, com diversas
subareas, a divisdo mais basica €: Topologia Geral, Topologia Algébrica, Topologia
Geomeétrica. Em especifico nessa pesquisa, foram abordados conceitos da
Topologia Algébrica, os quais foram essenciais para o objetivo final, tendo em vista
gue esses conceitos tém uma conexao muito forte com diversas areas, como por
exemplo: a Andlise e a Algebra.

Os estudos foram iniciados com o conceito de homotopia e suas aplicagdes, assim
como Henri Poincaré (1854-1912), um extraordinario matematico francés, que em
seu livro “Analysis situs”, publicado em 1895, abordou e introduziu 0s conceitos de
homotopia e homologia, sendo considerado o marco de criacdo da Topologia
Algébrica. Tal conceito foi a base de todo o desenvolvimento. Em seguida,
procedeu-se o estudo de tal objeto, foram analisadas algumas de suas propriedades
e caracterizagOes. Tendo em vista a nogao de homotopia e suas propriedades, fez-
se necessario o estudo de espacos topologicos mais especificos, como por exemplo
0S espacos contrateis, conexos, estrelados, dentre outros. Desta forma, partindo dos
espacos topoldgicos e homotopias, foi possivel motivar uma fundamentacéo do que
€ o grupo fundamental de um espaco topoldgico.
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Por fim, considerando toda a construcdo ja feita, pode ser realizada uma
caracterizacdo do grupo fundamental para espacos topologicos especificos. Como
consequéncia dessa caracterizacao, juntamente com aplicacbes abordadas, obtém-
se entdo, o principal propésito do projeto desenvolvido, ou seja, apresentar
caracteristicas, ferramentas necessarias e suficientes para fornecer uma
demonstracdo do Teorema Fundamental da Algebra, essa demonstracio ja era
conhecida por Gauss e fez parte de sua tese de doutorado, juntamente com outras
seis demonstragdes apresentadas por ele.

Materiais e Métodos

Os principais materiais utilizados foram bibliografias especializadas no assunto. As
referéncias [1], [2], [3], [4] e [5] foram essenciais para 0 estudo de conceitos basicos
de Algebra e Topologia. Destaca-se a referéncia [3], que é considerada uma obra
essencial para o desenvolvimento do projeto, visto que esta apresenta o estudo de
homotopias e grupos fundamentais, gerando as ferramentas necessarias para
demonstrar o Teorema Fundamental da Algebra. Além disso, foi utilizado o software
Geogebra, para construcéo de figuras e estudo de polinbmios e homotopias.

Resultados e Discussao

Inicialmente no trabalho é apresentado o conceito de homotopia, o qual, de uma
maneira informal e intuitiva, relaciona duas funcfes no caso em que € possivel
deformar uma das fungdes na outra continuamente em um dado intervalo de tempo.
Tal conceito tem extrema importancia pois, a partir dele, podemos definir uma
relacdo de equivaléncia no conjunto das aplica¢cdes continuas entre dois espagos
topologicos X e Y.

Além disso, quando é possivel considerar caracteristicas especificas nos espacos
topologicos X e Y, como por exemplo, caso sejam conexos por caminhos ou
contrateis, ganhamos algumas propriedades sobre essa relacédo de equivaléncia. Tal
relacdo de equivaléncia € o que denominamos de relacdo de homotopia. Assim,
dado um espaco topolégico X e uma relacdo de homotopia, como essa relacéo €,
em particular, uma relacdo de equivaléncia, tomando o conjunto das classes de
equivaléncia, que comumente chamamos de classes de homotopia, € munindo tal
conjunto com a operacao de concatenacao, obtemos um grupo ([X],°), em que [X]
denota o conjunto de todas as classes de homotopia do conjunto X e ° indica a
operacdo de concatenagdo de caminhos. Tal grupo apresenta caracteristicas bem
especificas e € chamado de Grupo Fundamental do espaco topolégico X. Para
simplificar a notacdo, o grupo ([X],°) €, geralmente, indicado simplesmente por m(X)
em que fica implicita a operacao de concatenacao.

Em seguida, o foco do projeto foi direcionado para o estudo das propriedades que o0s
grupos fundamentais apresentam, gerando assim diversos resultados interessantes
e relevantes, como por exemplo, o de que espacos topolégicos homeomorfos
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admitem grupos fundamentais isomorfos. Tal resultado, permite ao considerarmos
sua afirmacéo contra-positiva, garantir que espacos topoldgicos cujos grupos
fundamentais ndo sdo isomorfos, ndo podem ser homeomorfos. Além disto, em
especial, & possivel extrair uma propriedade muito importante e caracteristica das
classes de homotopia: o numero de voltas de um caminho. Essa propriedade tem
um papel crucial em nossa pesquisa, pois ela constitui o principal argumento usado
na demonstracdo do Teorema Fundamental da Algebra. Mais especificamente, a
propriedade mencionada garante que qualguer polindmio p(z) com coeficientes
complexos uma variavel e de grau = 1 tem alguma raiz complexa.

Conclusodes

Neste trabalho, foi possivel estudar o Teorema Fundamental da Algebra, utilizando
especificamente as ferramentas da Topologia Algébrica. Abordaram-se também os
conceitos de homotopia e grupo fundamental que tiveram um papel de destaque na
pesquisa. Além disso, foi possivel observar a interdisciplinaridade dos conceitos
acordados no projeto com as aplicacdes observadas, e no mais, foram explorados
resultados que caracterizam propriedades de determinados espacos topoldgicos e
grupos fundamentais, de modo a obter interrelagdes entre eles.

Referéncias

[1] HATCHER, A. Algebraic topology . Cambridge University Press, 2005.

[2] LIMA, E. L. Espacos Métricos . Instituto de Matemética Pura e Aplicada - IMPA,
Instituto de Matematica Pura e Aplicada - IMPA, Edicdo, Rio de Janeiro, 2020.

[3] LIMA, E. L. Grupo Fundamental e Espacos de Recobrimento . Instituto de
Matematica Pura e Aplicada - IMPA, 52 edi¢do, Rio de Janeiro, 2018.

[4] MUNKRES, J. R. Topology . Second edition, Pearson, 2000.
[5] STOCCO, R. Z., e EIDAM, J. C. C. Um Estudo de Espacos Topoldgicos

através de seus Grupos Fundamentais . Instituto de Matematica Pura e Aplicada -
IMPA, 2010.

AUEM% @Qcnpqg s
A

i IA
Canseino Nacionsi de Desemvoiviment Apolo a0 Clentifico
Clentifico e Tecnoldgico. © Tecnolégico do Porond




