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RESUMO

O problema que introduziu essa iniciacdo cientifica foi: “podemos construir um
guadrado a partir de um segmento de reta usando apenas circunferéncias?”.
Considerando apenas o espaco Euclidiano com a métrica usual, o problema pode
ser resolvido, porém, ndo consta da pergunta se este € o contexto da resposta, coisa
muito importante da matematica. Nosso objetivo é estudar as definicbes de cada
elemento utilizado no problema e analisar algumas possibilidades de espacos e
possiveis definicbes alternativas para o problema, esperando obter a solugcéo usual
e algumas possiveis solucdes desse problema nesses novos meios.

INTRODUCAO

Para responder: pode-se construir um quadrado a partir de um segmento de reta
usando apenas circunferéncias? Com as circunferéncias definidas como o lugar
geométrico dos pontos que equidistam de um ponto chamado centro, a maneira
mais 6bvia de se pensar é no plano Euclidiano com a métrica usual e tentar usar as
técnicas de régua e compasso, da geometria descritiva. Porém, ao se deparar com o
problema, de fato, surgem inUmeras questdes que devem ser vistas, a partir da
prépria pergunta, como: “0 que € um quadrado?”’, "O que €, de fato, uma
circunferéncia?”, “Se circunferéncia depende de distancia o que acontece se trocar a
métrica?”, "E se trocar o espaco?”’, Questdes estas que ndo estdo claras na
pergunta e que podem fazer toda diferenca quando se pretende resolver um
problema matematico.

A pergunta em questdo € apresentada no jogo Euclidea, desenvolvido por Horis
International Limited, contendo 120 fases, divididas em 15 etapas, nomeadas pelo
alfabeto grego (de alpha a omicron) com desafios que devem ser cumpridos
utilizando apenas régua e compasso.

Em matematica, para solucionar um problema novas perguntas podem surgir, entao
neste trabalho foram exploradas perguntas como as ja citadas, mostrando a
importancia de se trabalhar com definicbes e como o0 espago em que o problema
esta inserido influencia diretamente em sua solucao, ou na inexisténcia dela.
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MATERIAIS E METODOS

Incialmente, selecionamos alguns textos para auxilio posterior. Baseados no livro
Geometria Plana e Espacial de Jodo R. Gerénimo e Valdeni S. Franco (2010), foi
possivel construir e demonstrar a solu¢do da pergunta no Espaco Euclidiano com a
Métrica Euclidiana.

A partir desse momento, comegamos a aprofundar os estudos em 0 que seria
exatamente cada palavra da pergunta em questdo, como: “0 que €é um
guadrado?”, "o que € um segmento de reta?”, “o que € uma circunferéncia?”,” se
circunferéncia depende de distancia, o que € distancia?”. Para o auxilio nas
respostas dessas perguntas utilizamos os livros Fundamentos da Matematica
Elementar de Osvaldo Dolce e José Nicolau Pompeo (2013) e Espacos Métricos de
Elon Lages Lima (1993).

Por fim questionamos a possibilidade de mudar o espaco para um ndo Euclidiano,
mas para isso, precisariamos novamente trabalhar com a definicdo dos elementos
nesse novo meio, assim utilizamos a dissertacdo de mestrado de Silva, orientado
pela professora doutora Alice K. M. Libardi defendida em 2015.

RESULTADOS E DISCUSSAO

O primeiro resultado esperado de nossa pesquisa foi a construcdo e demonstragéo
do problema no Espaco Euclidiano com a Métrica Euclidiana:
Construgao:

I) Dados os pontos A e B trace uma circunferéncia c; centrada em A e de raio AB
e circunferéncia c, centrada em B com raio BA. Marque os pontos C e D sendo as
intersecdes de c; e c¢,. Trace a reta m que passa pelos pontos C e D.

II) Trace a circunferéncia c; centrada em C e com raio CD. Marque o pontos E
sendo a intersecao de ¢, e c3, € 0 ponto F sendo a intersecao c, e cs.

[l)Trace a circunferéncia c, centrada em E e de raio EB e a circunferéncia cs
centrada em F com raio F A. Marque o ponto G sendo a intersec¢éo de c, € cs.

IV)Trace a circunferéncia c, centrada em B com raio BG e a circunferéncia c,
centrada em A de raio AG. Marque o ponto H sendo a interse¢éo de c; € ¢, € O
ponto | sendo a intersecéo de c, € c;.

Figura 1 — llustracdo da construcéo I.
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Figura 3 — llustracdo da construcao IlI. Figura 4 — llustracdo da construcéo IV.
Demonstragéo:

I) Note que os pontos C e D equidistam de A e B por serem a intersecao das
circunferéncias c; e ¢, e que m € a mediatriz do segmento AB. Além disso, as
distancias EA e BF sao iguais pois os triangulos ECA e F CB sdo congruentes, ja
gue AC = BC e CE = CF (por serem raios de c¢3;). Com efeto tem-se que EA = AB =
BF ja que sao raios das circunferéncias c; e c,.

II) Ainda tem-se que AG = BG pela congruéncia dos triangulos EAG e F BG,
(como EB = EF e EG = F G as circunferéncias c, e cs sdo congruentes, e sendo G a
intersecado dessas EG = F G).

[Il) Veja que AH = AB e B = AB por H e | serem construidos pela intersecao de
c; € cg e c, e c;respectivamente, logo estdo em ¢, e ¢, que possuem raios AB.

IV) Por fim, perceba que as circunferéncias c, e c; Sao congruentes por

possuirem raios AG e BG que sao segmentos iguais, assim, os triangulos BAH e BIH
séo congruentes pois HB € um lado em comum e como visto, HA = IB, portanto AB =
HI.
Em suma tem-se que BA = AH = HI = IB e, portanto, o poligono ABIH € um losango.
Para mostrar que é um quadrado falta provar que os angulos internos sao de 90°.
Temos que esse fato € verdadeiro pois, ao analisar as constru¢cdes em relacdo a
reta m existe simetria entre os dois lados e consequentemente entre os 4 angulos.
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Figura5 — IIustra'géo da demonstracao |. Figura 6 — llustracdo da demonstracéo Il.

Figura 7 — llustracdo da demonstracéo lll. Figura 8 — llustracdo da demonstracéo IV.

Terminada essa solucao estudamos outras nocdes de circunferéncias (como a
fronteira de bolas para outras métricas) e percebemos que o problema nao poderia
ser solucionado em todas as métricas, como na Métrica do Supremo no Espaco
Euclidiano, ja que nédo seria possivel construir um quadrado, ou mesmo dar
significado ao que seria um; ja em outros casos a propria circunferéncia ja seria um
quadrado, um exemplo é considerando o Espac¢o Euclidiano com a Métrica do
Maximo. Nele, com a defini¢cdo de circunferéncia como o lugar geomeétrico dos
pontos que equidistam de um centro temos: seja a = (a;,a,) € R entdo a
circunferéncia corresponde ao x = (x;,x,) € R tal que
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d”(a,x) = max{d(a;,x1),d(a,, x,)}. Geometricamente foi demonstrado que a
circunferéncia se apresenta na seguinte forma:

Figura 9 — llustragdo circunferéncia na métrica do maximo.
O que para nosso proposito confunde bastante o que seria o quadrado e a
circunferéncia deixando impossivel de se resolver o problema.

CONCLUSOES

Como vimos, algo que parece 6bvio em matematica nem sempre €. Um simples
problema, que a principio parece de Geometria Euclidiana, pode conter muitos
problemas escondidos quando voltamos aos fundamentos da questdo. Um circulo
em matematica pode esconder muita teoria que ndo vemos, por exemplo o mundo
em que esta definido, a definicdo que depende de uma distancia. A frase distancia
entre pontos, em matematica, precisa de um contexto muito exato, pois pontos
podem ser interpretados como elementos de um conjunto, como no conjunto de
fungcbes e neste caso a distancia entre pontos nos leva a uma definicdo
completamente diferente do que seria senso comum de uma circunferéncia. Portanto
ao se deparar com um problema de matematica precisa-se antes de tudo
estabelecer o contexto e as premissas com as quais se procede por inferéncias
I6gicas a possiveis respostas
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