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RESUMO

O presente trabalho discursa sobre as variedades téricas afins, destacando os
principais conceitos e teoremas envolvidos nessa area da matematica. A
metodologia consistiu de pesquisa de materiais bibliograficos relacionados ao tema
de estudo. Inicialmente, concentrou-se em estabelecer os fundamentos necessarios,
como ideais, anéis noetherianos e o Teorema da Base de Hilbert. A geometria
algébrica é explorada, com énfase nas variedades algébricas afins e a importancia
do Teorema de Nullstellensatz. Explorou-se, também, a geometria convexa,
incluindo a construcdo de cones, cones duais e faces, que sado conceitos
necessarios para a construcdo de variedades toricas. Também foi abordado
monoides e polinbmios de Laurent. Finalmente, estudou-se as variedades toricas
afins, discutindo resultados e exemplos especificos. Além disso, sdo descritas as
superficies toricas, que sao variedades toricas de dimensao 2, com destaque para a
combinacdo de conceitos combinatorios associados aos cones o [1 R"2. Do estudo
realizado conclui-se que as variedades téricas afins sdo objetos importantes na
matematica, especialmente na geometria algébrica. Essas variedades sao
essenciais para a analise de sistemas representados por C-algebras monomiais
geradas por polinbmios de Laurent, que estdo relacionadas a cones grade e
fortemente convexos. O estudo dessas variedades envolve a combinacdo de
conceitos de algebra, geometria convexa e geometria algébrica, sendo fundamental
para a andlise de propriedades geométricas e topologicas dessas estruturas
matematicas.

INTRODUCAO

As variedades toricas afins representam uma classe de objetos na geometria
algébrica. Diversos trabalhos abordam essa classe de variedades. Destacamos dois
livros que abordam este tema e que sao referéncias classicas para introduzir os
principais conceitos e resultados neste assunto, que sao o livro do Jean P. Brasselet
(2004) e David A. Cox, John J. Little e Hal K. Schenck (2011). Na segunda
referéncia apresenta-se o conceito de variedades toricas definidas a partir de um
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ideal primo que é binomial. NGs vamos considerar a definicéo classica de variedades
toricas ditas normais.

Além de sua importancia teérica, essas variedades tém aplicacdes em diversas
areas da matematica, como a geometria algébrica, em que desempenham um papel
crucial na classificacdo de variedades algébricas e na compreensdo de suas
singularidades. Na combinatoria, as variedades toricas afins estdo relacionadas a
guestdes sobre poliedros, grafos e algebra linear.

Nesse sentido, 0 presente projeto visou estudar as variedades toricas afins. Para
tanto, foram necessarios introduzir diversos conceitos de algebra basica, retomando
conceitos estudados na graduacdo e conceitos da geometria algébrica, que foram
novos para o académico. Depois, exploraram-se resultados em geometria convexa,
em particular, sobre monoides e polindbmios de Laurent, conceitos estes que
permitiram a construgao das variedades citadas.

REVISAO DE LITERATURA

Em se tratando de um projeto de iniciacdo cientifica em matematica pura, a
metodologia utilizada consistiu essencialmente de pesquisa de materiais
bibliograficos relacionados ao tema de estudo e confeccdo de exemplos utilizando
algum software matematico. As referéncias SERRANO (2021) e SHARP (2000)
foram essenciais para o estudo dos preliminares de algebra comutativa e de
geometria algébrica necessarios para a compreensao dos resultados principais. Em
SHARP (2000) apresenta-se uma abordagem geral da algebra comutativa. Em
SERRANO (2021) os preliminares de algebra comutativa e geometria algébrica sédo
direcionados para o objetivo do trabalho estudado, por exemplo, sédo apresentados
0s conceitos de ideal, variedade algébrica e no¢des basicas da geometria convexa,
como o de cone poliedral, cone dual e face. A referéncia SERRANO (2021) foi a
principal para este trabalho. Nela exploramos o0s conceitos de semigrupo para
atingir nosso objetivo que era o estudo das variedades toéricas afins. Utilizamos
algumas referéncias suplementares para o estudo destas variedades como ALVES
(2016), BRASSELET (2004) e COX, LITTLE e SCHENCK (2011). Esses materiais
serviram de suporte para a confeccdo de exemplos, bem como para abordar o
mesmo tema sob outras perspectivas. Para obtermos uma representacao
geométrica dos cones poliedrais e faces em nossos exemplos, utilizamos o
Software Geogebra.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Cada capitulo estudado teve como foco atingir o objetivo principal do trabalho que foi
apresentar o conceito de variedades toricas afins. Nesse sentido, estudou-se alguns
conceitos e resultados fundamentais da algebra, como ideais e suas caracteristicas,
além de anéis noetherianos e suas propriedades. Do mesmo modo, apresentamos 0
Teorema da Base de Hilbert, essencial para o estudo dos objetos em questao.
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Também no campo da geometria algébrica, estudou-se como foco principal as
variedades algébricas afins, discutindo, em particular, o teorema de Nullstellensatz.
Alguns conceitos da geometria convexa foram estudados, como 0S cones, cones
duais e faces, fundamentais para a construcdo de variedades téricas, que
representam o espectro maximal de um anel de coordenadas gerado a partir da
combinacdo de cones. Somado a isso, explorou-se 0s conceitos de monoides e
polinbmios de Laurent. Mais especificamente, definiu-se o conceito de semigrupo,
gue € um monoide finitamente gerado por meio de uma combinatoria do cone e do
seu dual. Posteriormente, foi definido a C-algebra finitamente gerada R a qual é
produzida pelos geradores do semigrupo. Com isso, uma variedade torica afim
associada a um dado cone foi definido como sendo o espectro maximal de R.

Finalmente, estudou-se o conceito de variedades téricas afins e discutiu-se
resultados e exemplos desse tipo de variedades. Além disso, descreveu-se a classe
das superficies téricas, ou seja, as variedades toricas de dimenséao 2, utilizando a
combinatodria associada aos cones ¢ [] R"2. Para tanto, foi necessario introduzir o
conceito de quasimatriz e quasimenores, que se assemelham aos classicos objetos
da algebra linear: matrizes e menores de uma matriz.

CONCLUSOES

Concluiu-se que as variedades toricas afins desempenham um papel fundamental
na matematica, especialmente na geometria algébrica. Elas representam o espectro
maximal de uma C-algebra monomial gerada por polinémios de Laurent, que, por
sua vez, esta ligada a cones grade e fortemente convexos. Essas variedades séo
objetos matematicos complexos, cujo estudo envolve a combinag¢do de conceitos de
algebra, geometria convexa e geometria algébrica. Compreender as variedades
toricas afins € essencial para a analise de propriedades geométricas e topologicas
de sistemas representados por essas estruturas matematicas.

AGRADECIMENTOS
Agradeco a minha orientadora, Profa. Dra. Maria Elenice Rodrigues Hernandes por
me introduzir & pesquisa em Matematica.

REFERENCIAS

ALVES, D. K. M. Variedade torica . Dissertacdo (Mestrado em Matematica) — Uni-
versidade Estadual de Maringa, Maring4, 2016.

BRASSELET, J. -P. Introduction to toric varieties . Publicagbes Mateméticas, IM-
PA, Rio de Janeiro, 2004.

FUNDACAO
ARAUCARIA




~UEM= N\
32° Encontro Anual de Iniciagéo Cientifica i 320E4I1C 23 & 24 de Novembro de 2023
12° Encontro Anual de Iniciagc&o Cientifica Junior |\ 2°EAICG: B

COX, D. A,, LITTLE, J. B., SCHENCK, H. K. Toric Varieties . Graduate Studies in
Mathematics, 124, American Mathematical Sociey, 2011.

SERRANO, N. P. P. Introducéo as variedades toricas afins . Trabalho de Conclu-
sdo do Curso B. (Bacharelado em Matematica) — Universidade Federal de Sao Car-
los, Séo Carlos, 2021.

SHARP, R. Y., Steps in Commutative Algebra . Second Edition. London Mathema-
tical Society. Student Texts, 51, 2000.

~§UEM= i7iiainy

@ Tecnolégico do Porand




