o C
32° Encontro Anual de Iniciagdo Cientifica 23 & 24 de Novemnbro de 2023

12° Encontro Anual de Iniciacdo Cientifica Junior

DECOMPOSICAO EM VALORES SINGULARES E SUA APLICACAO EM
ALGORITMOS DE RECOMENDACAO

Mariana Maronezzi Brezovsky (PIC/UEM), Francisco Nogueira Calmon Sobral
(Orientador). E-mail: fncsobral@uem.br.

Universidade Estadual de Maringd, Centro de Ciéncias Exatas, Maringa, PR.
Matematica Aplicada/ Analise Numérica
Palavras-chave: Algoritmos de recomendacéo; Filtragem colaborativa; Matrizes.
RESUMO

Algoritmos de recomendacgéo, inteligéncia artificial e aprendizagem computacional
séo termos populares hoje em dia. Por tras de cada técnica ha diversas ferramentas
matematicas e computacionais. Neste projeto, estudaremos em detalhes o papel da
decomposicédo em valores singulares em algoritmos de recomendacdo baseados em
filtragem colaborativa. Tais algoritmos s&o amplamente utilizados em sites de
noticias, filmes e masicas. Iremos implementar a decomposicdo e estudar suas
propriedades com o objetivo de compreender as suas vantagens e desvantagens ao
ser usada como ferramenta de recomendacao.

INTRODUCAO

A decomposicdo (ou fatoracdo) em valores singulares (SVD - Singular Value
Decomposition) assegura que dada uma matriz A € R™*" podemos encontrar
UeR™™ eV eRY™ ortonormais e ¥ € R™" tais que A = UXVT. A matriz £
possui em sua diagonal principal os valores singulares de [1 em ordem decrescente,
sendo 91 = 02+ 2 0p > 0 com p < min{m,n}g posto de [], e demais entradas
nulas. Devido a esta estruturacdo, a SVD é utilizada como base de diversas técnicas
de compressdo de imagens, reducdo de dimensionalidade e identificagcdo de
caracteristicas relevantes em analise de dados.

Neste sentido, apresentaremos 0s aspectos tedricos e geométricos da SVD, com o
objetivo de compreender as vantagens e desvantagens do uso dessa técnica.
Estudaremos os fundamentos tedricos para a existéncia e o calculo da SVD assim
como suas propriedades geométricas e as informacdes que podem ser obtidas
sobre a matriz. Em especial, verificaremos que a decomposi¢cao fornece o posto da
matriz em questdo e apresenta as colunas das matrizes [ e [J] como bases
ortonormais para R™ e R", respectivamente. Com a implementacdo computacional
exploraremos suas vantagens e desvantagens e tentaremos resolver alguns
problemas conhecidos. Uma atencdo especial serd dada ao efeito bolha dessa
técnica.

FUNDACAO
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MATERIAIS E METODOS

A metodologia utilizada sera o estudo tedrico-pratico de (GOLUB, 1996), (KALMAN,
2002) e (STRANG, 2019). Ambos possuem um enfoque tedrico e geométrico na
SVD. A teoria sera estudada e exemplificada de forma a mostrar suas vantagens e
desvantagens as implementacdes numéricas serdo feitas na linguagem Julia que é
adequada para a matematica computacional.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Para construcdo da SVD, podemos escolher uma base ortonormal
{v1,v2, -, Uk, Uks1, - -+, Un} para R™, em que [ é o posto de . Tome o conjunto L.i.
de vetores V1,72, ", Vk que geram o espacgo linha de 1 e o restante dos (1 — [}
elementos do nucleo de 1. Desse modo teremos a base desejada. E, de fato,
completando a base com vetores l.i. do nucleo teremos uma base ortonormal.

Seja 0., t= k+1,---,n elementos do nucleo de 0. Por definicao de base,
considere:

Al = aqvy + agvg + -+ o, Vi=1,---,m
Logo,

< Al vy >= (AN - vy = (agvlvp + agvby + - - + agvkoy) =0
Agora, devemos definir [ como o vetor unitario paralelo a Avi, com os v's
ortonormais entre si,

’U,Z':OéiA’Ui, ’L:].,,k

e com isso gerar uma base [J para R™ (imagem de A). Queremos que que [ seja
ortonormal, ou seja,
t

U;

. — t,,
ul—OeujuJ—l

Desse modo,
t

uiu; = ai(ogus A) Av;
Assumindo A°Av; = \v; (Vi como autovetor de A* A associado ao autovalor A)
= Oél'Oéj’th)\i’Ui
== aiaj)\ivjtvi
: =0
Logo, %% = 0, como desejado. Agora, verifiquemos a condigdo necessaria para
que ujuj =1
uz-uj = gx?tvg-AtAvj
= a%vj)\jvj
= aj)\jv;vj
Sendol|vill =1

t 2y
ujuj—aj)\J

-é\UEM% Qcneq
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Assim, para que os vetores [1'1 tenham norma 7, devemos ter
2
A=l a;= ——
) J
VA
Com isso, .
uj:ajAvj:uj:—Avj 1S]§k

VA

J

Desse modo, conseguimos desenvolver todas as entradas de [, (], [] para fatoracao
SVD de uma matriz [ .

Por outro lado, podemos considerar uma matriz com valores faltantes e, neste caso,
teremos um problema de otimizacdo para resolver. Dado [1[] =[], buscamos
e JO0{g, -+, 0, Yem R™, mais préximo de [1. Isto é:

000,ep0llD0—  0O%,=00=0=0"00=0"0=0=00
Dai, ['(L)" 1) ser4 a projecdo de (| naimagem de L.

Em um contexto de recomendacao, mapeamos os fatores latentes que envolvem a
interacdo item-usuario em sistemas baseados em filtragem colaborativa. Isto €&, se
os itens sao filmes, os fatores podem medir o quanto um filme se caracteriza como
drama ou comédia, qual o publico alvo, entre outras caracteristicas que sé&o
indefiniveis.

Neste sentido, cada item [ esta associado a um vetor [, € [J- e cada usuario [J
associado a um vetor (1, € [I'. Entdo, ao fazer o produto interno (- [, obtemos
a interacdo do usuério [1 com relacdo ao item (], de modo que a recomendac¢do para
essa interacdo 1, deve ser o mais fiel possivel, ou seja, devemos resolver o
seguinte problema de otimizacao:

0000 Bon— DO”00)?
Essa minimizac&o pode ser obtida a partir da SVD, ao considerar:
|

ooo® = z On0n0"

0=1
Fixando uma linha [J e uma coluna [J:
O

|
Uon = Z Du[DL]L[DL I
O=1
E, assim, basta considerar 1" =1 [(1-], e [, =[DLD]L para obtermos a
recomendagao.

CONCLUSOES

Foi possivel concluir que a decomposicao em valores singulares permite identificar
as entradas de maior importancia em uma matriz, de modo a reduzir sua
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dimensionalidade. Além disso, no ambito da recomendacdo, a fatoracdo evidenciou
relacbes ocultas entre usuarios e itens, as quais permitem sugestdes para novos
itens. Foi implementada em Julia uma versado simplificada para lidar com as
informacdes faltantes, o que permitiu compreender como as recomendacdes sao
feitas nestes sistemas.
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