33° Encontro Anual de Iniciacdo Cientifica
13° Encontro Anual de Iniciagcdo Cientifica JUnior

10 11 de Outubro de 2024

AUTOMORFISMOS, ANTIAUTOMORFISMOS E INVOLUCOES DE ALGEBRAS
DE INCIDENCIA FINITARIAS

Lucas Gabriel Scaliante Braz (PIBIC/CNPq), Erica Zancanella Fornaroli
(Orientadora). E-mail: ezancanella@uem.br

Universidade Estadual de Maringd, Centro de Ciéncias Exatas, Maringa, PR.
Matematica / Algebra
Palavras-chave: algebra de incidéncia finitaria; automorfismo; antiautomorfismo.
RESUMO

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre o Problema do Isomorfismo e seus
analogos para antiautomorfismos e involugées de algebras de incidéncia finitarias
sobre um corpo. Também apresentamos uma caracterizacdao dos automorfismos,
dos antiautomorfismos e das involugdes de tais algebras.

INTRODUCAO

A algebra de incidéncia I1(P,R) de um conjunto parcialmente ordenado localmente
finito P sobre um anel comutativo com unidade R foi definida em meados da década
de 1960. A principio, tal conceito foi apenas uma ferramenta para a compreenséao de
problemas de combinatéria, mas posteriormente passou também a ser objeto de
estudo dos algebristas, Para darmos um exemplo de algebra de incidéncia, a
algebra das matrizes triangulares superiores de ordem n sobre R & (a menos de
isomorfismo) a éalgebra de incidéncia de uma cadeia com n elementos sobre R.
Khripchenko e Novikov (2009) apresentaram uma generalizacdo de tais algebras
para conjuntos parcialmente ordenados arbitrarios (ndo necessariamente localmente
finitos) sobre um corpo K, as quais foram chamadas de algebras de incidéncia
finitarias e foram denotadas por FI(P,K).

Um dos problemas relacionados as algebras de incidéncia finitarias é se um
isomorfismo entre as algebras FI(P,K) e FI(Q,K) implica em um isomorfismo entre
0s conjuntos parcialmente ordenados P e Q. Esse problema se tornou conhecido
como o Problema do Isomorfismo e teve uma resposta positiva dada por
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Khripchenko e Novikov (2009). Um anéalogo desse problema para antiautomorfismos
e involucdes de FI(P, K) foi respondido por Brusamarello, Fornaroli e Santulo (2012).
Neste projeto, estudamos as algebras de incidéncia finitarias e suas propriedades
com o objetivo de apresentar uma resposta ao Problema do Isomorfismo e seus
analogos para antiautomorfismos e involugdes, bem como apresentar uma
caracterizacdo dos automorfismos, dos antiautomorfismos e das involu¢des de tais
algebras. Tais caracterizagdes sdo uns dos principais interesses no estudo de
qualquer algebra A, principalmente a caracterizagdo dos automorfismos, que sao
utilizados, por exemplo, na construcdo de outros anéis a partir de A, como 0s anéis
de polinbmios skew e suas generalizacdes.

MATERIAIS E METODOS

Durante o desenvolvimento do projeto foram realizadas apresentacbes de
semindrios semanais com o objetivo de suprir possiveis duvidas e apresentar 0s
resultados obtidos durante o estudo semanal. As principais referéncias bibliograficas
utilizadas foram as dissertacbes de Pezzott (2019) e Ruiz (2013), e o artigo de
Brusamarello, Fornaroli e Santulo (2014).

RESULTADOS E DISCUSSAO

Um conjunto parcialmente ordenado, ou poset, € um conjunto n&o vazio P munido de
uma relacao de ordem parcial, ou seja, uma relacdo < que é reflexiva, antissimétrica
e transitiva. Dados x e y elementos de um poset P, definimos o intervalo de x a y
como o conjunto [x,y] ={z € P: x <z < y}. Sejam (P,<p) e (Q,<,) posets e seja
f:P - Q uma bijecdo. Dizemos que f € um isomorfismo de posets se x <, y &
f(x) <o f(y), e dizemos que f €& um anti-isomorfismo de posets se x <p y &
f(¥) <o f(x). Um isomorfismo de P em P é dito um automorfismo de P, e um anti-
isomorfismo de P em P é dito um antiautomorfismo P. Um antiautomorfismo f de P
tal que f2(x) = x, para todo x € P, é dito uma involugédo de P .

Seja R um anel (associativo com unidade 1; # 0z). Um R-médulo a esquerda é um
conjunto nao vazio M equipado com uma operacdo de adicdo e uma multiplicacao
por escalares de R a esquerda, sendo que a adicdo é comutativa e associativa,
possui elemento neutro e todo elemento de M é simetrizavel. Ja a multiplicagdo por
escalar é distributiva em relacdo a adicao de M, (a + b)m = am + bm para todos
a,beER emeM, e 1y;m=m para todo m € M. Um R-moOdulo a direita é definido
simetricamente. Se M € um R-moOdulo a direita e um R-médulo a esquerda e
(rm)s = r(ms) paratodosr,s € R e m € M, entdo M é dito um R-bimédulo.
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Seja K um corpo e seja A um anel. Dizemos que A é uma K-algebra se A for um K-
mddulo a esquerda tal que k(ab) = (ka)b = a(kb) para todos k€ Ke a,b € A.
Sejam A e B K-algebras e seja f: A —» Buma funcao bijetora. Dizemos que f € um
isomorfismo de K-algebras se f(1,) = 15, f(a+ b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b)
e f(ka) = kf(a), para todos a,beA e keK. Se A=B, entdao f & dito um
automorfismo de A. Dizemos que f é um anti-isomorfismo se f(1,) = 15, f(a+b) =
f(a)+ f(b), f(ab) = f(b)f(a) e f(ka) = kf(a) para todos a,b €A e ke K. Se
A = B, entao f é dito um antiautomorfismo de A. Um antiautomorfismo f de A tal que
f?(a) = a para todo a € A é dito uma involugéo de A.

Seja K um corpo e seja P um poset. O espaco de incidéncia de P sobre K é o
conjunto I(P,K) ={f:P X P - K: f(x,y) = 0sex £« y} com as operacdes de soma e
produto por escalar definidas por (f +g)(x,y) =f(x,y) +g(x,y) e (rf)(x,y) =
rf(x,y), para todos f,g € I(P,K), r €K e x,y € P. Uma funcdo f € I(P,K) é dita
finitaria se, para todos x,y € P com x <y, existe somente um numero finito de
subintervalos [u,v] € [x,y] tal que u<v e f(u,v) # 0. O conjunto de todas as
funcbes finitarias € denotado por FI(P,K), e com a multiplicagdo definida por
(f9)(x,y) = Xxezey f(x,2)g(2,y), para todos f,g € FI(P,K) e x <y €P, FI(P,K) &
uma K -algebra, chamada de éalgebra de incidéncia finitaria de P sobre K. Além
disso, I(P,K) € um FI(P, K)-bimédulo.

Sejam P e Q posets e seja K um corpo. Se as élgebras FI(P,K) e FI(Q,K) séo
isomorfas, entdo os posets P e Q sao isomorfos. Reciprocamente, se existe um
isomorfismo de P em @, tal isomorfismo induz um isomorfismo de K -algebras de
FI(P,K) em FI(Q,K). Analogamente, existe um antiautomorfismo (involucdo) de
FI(P,K) se, e somente se, existe um antiautomorfismo (involucéo) de P .

Uma funcdo o € I(P,K) é multiplicativa se a(x,y) # 0 € a(x,y) = a(x,2)o(z,vy) para
todos x < z < y em P. Dada uma fungao multiplicativa o, a aplicagao M,: FI(P,K) —
FI(P,K), dada por M,(f)(x,y) = a(x,y)f(x,y) para todos f € FI(P,K) € x,y €EP, é
um automorfismo de FI(P,K) chamado automorfismo multiplicativo. Para cada
elemento invertivel u de FI(P,K), a aplicacao y,:FI(P,K) —» FI(P,K) dada por
Y, (f) =ufu~?! para todo f € FI(P,K), € um automorfismo de FI(P,K) chamado
automorfismo interno. Cada automorfismo a de P induz um automorfismo n, de
FI(P,K) dado por n(f)(x,y) = f(a~1(x),a 1(y)) para todos f € FI(P,K) e x,y € P.
Todo automorfismo de FI(P,K) pode ser escrito como a composicdo de um
automorfismo interno, um automorfismo multiplicativo e um automorfismo de FI(P,K)
induzido por um automorfismo de P. De maneira analoga, todo antiautomorfismo
(involucao) de FI(P,K) pode ser escrito(a) como a composi¢cao de um automorfismo
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interno, um automorfismo multiplicativo e um antiautomorfismo (involugéo) p, de
FI(P,K) induzido por um antiautomorfismo (involucdo) A de P, definido por

p2(N(x,y) = F(A1(y),2171(x)), para todos f € FI(P,K) e x,y € P.
CONCLUSOES

Apresentamos uma resposta para o Problema do Isomorfismo para a algebra de
incidéncia finitaria FI(P,K) de um poset P sobre um corpo K e seus analogos para
antiautomorfismos e involugdes. Vimos também que todo automorfismo de FI(P,K)
€ a composi¢ao de um automorfismo interno, com um automorfismo multiplicativo e
um automorfismo induzido por um automorfismo de P, enquanto que todo
antiautomorfismo (involugdo) de FI(P,K) é a composicdo de um automorfismo
interno, um automorfismo multiplicativo e um antiautomorfismo (involugéao) induzido

por um antiautomorfismo (involugéo) de P .
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