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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo estudar quadrados latinos e suas conexdes com
outras estruturas discretas. Para tal, algumas estruturas algébricas e combinatérias
serdo vistas. O intuito é apresentar uma visao interdisciplinar sobre o tépico,
apresentando conexdes entre teoria dos numeros, algebra, combinatéria e
geometrias finitas. Certa classe de cdodigos corretores de erros também pode ser
construida via quadrados latinos.

INTRODUCAO

Em 1782, o célebre Leonhard Euler investigou o intrigante problema:

“Suponha que cada um de seis regimentos tenha exatamente um oficial de cada
patente, dentre um conjunto de seis patentes. E possivel alinhar os 36 oficiais numa
formacao quadrada (seis linhas e seis colunas) de tal modo que em cada linha e em
cada coluna tenha exatamente um oficial de cada patente e de cada regimento?”

Este problema ficou conhecido como o “problema dos 36 oficiais” e permaneceu
em aberto por quase 120 anos. Em 1900, o matematico Tarry analisou, sem auxilio
de computadores, as possibilidades de distribuicdo dos oficiais € mostrou que o
problema n&o admitia solugao.

Tal problema pode ser modelado por meio de um objeto matematico conhecido
como quadrado latino.

Motivado pelo problema dos 36 oficiais, foi criado o jogo recreativo Sudoku, que
consiste em preencher um quadrado latino de ordem 9 com valores de 1 até 9 e
tendo a condicao adicional de que cada um dos 9 subquadrados 3x3 tenha também
os numeros de 1 a 9. Tal jogo popularizou o quadrado latino.

Embora seja um problema de natureza combinatéria, o problema dos 36 oficiais
pode ser estendido a um problema de constru¢cdo de dois quadrados latinos com
certa propriedade, os chamados quadrados latinos ortogonais.
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O projeto objetiva estudar quadrados latinos, quadrados latinos ortogonais e
algumas conexdes importantes com outras estruturas discretas.

MATERIAIS E METODOS

Para a construgcdo de quadrados latinos ortogonais, sdo empregadas diversas
estruturas algébricas tais como grupos, corpos finitos, algebra linear, além de
ferramentas oriundas da teoria dos numeros. Seguem abaixo alguns conceitos
fundamentais do projeto.

Definicao 1: Seja X um conjunto ndo vazio com n elementos, um quadrado latino
de ordem n é uma matriz n por n tal que todas as linhas e colunas formam
permutacdes de X.

Exemplo 2: Um quadrado latino de ordem 3 com simbolos em X = {1,2,3} segue
abaixo

1 2 3
3 1 2
2 3 1

Definicao 3: Sejam L e M quadrados latinos de ordem n com elementos em X.
Dizemos que L e M séo ortogonais se para todo par (x,y) com entradas em X, existe
um uanico par (i,j) tal que L(i,j)=x e M(i,j)=y. Denotamos por N(n) o nUmero maximo de
quadrados latinos ortogonais de ordem n.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Quadrado latino também pode ser visto como uma estrutura algébrica chamada
quasegrupo e essa estrutura exige menos propriedades que o conceito de grupo.

Definicao 4: Seja X um conjunto ndo vazio munido de uma operagao binaria *.
Diremos que o par (X,*) é um quasegrupo se a operacao * satisfaz as condicoes:
para todos a,b em X, existem Unicos x,y em Xtaisquea*x=bey*a=bh.

Proposicao 5: (X,*) € um quasegrupo se, e somente se, sua tabela de operagcao
€ um quadrado latino.
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Através do uso de operacbes algébricas, conseguimos definir e classificar
diferentes tipos de quadrados latinos de acordo com suas propriedades como
idempoténcia e simetria.

Sobre quadrados latinos ortogonais, Tarry mostrou que N(6)=1. Tais numeros
nao crescem muito, conforme o resultado abaixo

Teorema 6: Para todo n, N(n) € no maximo n-1.
Usando propriedade de corpos finitos, é possivel provar que a cota superior é
atingida para uma determinada classe

Teorema 7: Para toda poténcia de primo g, N(q)=9-1.

Ha inimeras estimativas sobre os numeros N(n), mas a sua determinagéo tem
desafiado a comunidade cientifica por mais de 200 anos.

Além das estruturas algébricas empregadas, uma surpreendente aplicacao de
quadrados latinos ortogonais reside na relagdo com geometrias finitas, como o plano
afim.

Definicao 8: Uma geometria consiste em um par ordenado I = ([, [1) em que [}
€ um conjunto cujos elementos sdo chamados de pontos e uma familia [1 de
subconjuntos de [J, cujos elementos serdo chamados de retas, em que I = ([, )
satisfaz certos axiomas e condi¢cbes desejadas.

Com isso conseguimos definir a uma geometria particular chamada de plano afim,
rica em propriedades e que podemos relacionar com quadrados latinos.

Definicao 9: Um espaco N = (7, (1) é um plano afim se satisfaz certos axiomas

A1) Dados dois pontos distintos, existe uma Unica reta que passa por eles;

A2) Dado um ponto P e uma reta r que ndo passa por esse ponto, entdo existe
uma unica reta s paralela a r e que contém esse ponto P;

A3) Existéncia de um quadrangulo, isto é, um subconjunto de 4 pontos de [1 que
sdo 3 a 3 nao colineares.

A analise dessas geometrias nos permitiu entender como os quadrados latinos
podem ser representados visualmente, revelando padrdes interessantes que estao
em conformidade com as simetrias e as propriedades desses espagos geométricos.
Em particular, vimos como a construcdo de quadrados latinos pode ser modelada no
contexto de geometria finita, com a correspondéncia entre elementos do quadrado e
pontos ou linhas em planos afins ou projetivos, fornecendo uma nova perspectiva
sobre sua estrutura.
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Teorema 10: Existe um plano afim de ordem n se, e somente se, existe um
conjunto com n-1 quadrados latinos ortogonais de ordem n, isto é, N(n)=n-1.

Por fim, o estudo de quadrados latinos ndo apenas amplia nosso entendimento
das estruturas algébricas e combinatérias, mas também abre caminho para novas
aplicacbes em areas praticas, como a construgcdo de coédigos eficientes para
sistemas de comunicacao como, por exemplo, codigos com distancia de separacao
maxima (MDS) que podem ser construidos via quadrados latinos.

Teorema 11: Se N(n)=s, entdo existem um codigo MDS com n? palavras sobre
um alfabeto com n simbolos e comprimento s+2.

CONCLUSOES

Do ponto de vista pratico, quadrados latinos tém sido aplicados em diversas
areas: andlise de experimentos em Estatistica, construgdo de codigos corretores de
erros na transmissao de informacoes, teste de eficiéncia de produtos, entre outros.
Ja do ponto de vista ted6rico, a pesquisa sobre quadrados latinos representa um
tema central na Matematica Discreta devido as inUmeras conexdes com outros
conceitos matematicos. Os resultados estudados nesta pesquisa evidenciam a
riqueza das interacdes entre algebra, combinatéria, geometria e teoria dos codigos.
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