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RESUMO

Este trabalho apresenta uma analise de modelos de difusdo e de algumas de
suas extensbes, a partir da equagdo de Fokker—Planck para o movimento
browniano e avangcando para processos sujeitos a confinamento, alternancia
entre estados difusivos e direcionados e meméria temporal. As transformadas
de Fourier e de Laplace sdo empregadas para obter propagadores, expressdes
para 0s momentos e comportamentos assintéticos. Sdo discutidos quatro
casos: difusdo livre com coeficiente constante, difusdo com coeficiente
dependente do tempo, processo de Ornstein—Uhlenbeck e transporte
intermitente com um estado difusivo e dois estados direcionados. Em seguida,
o0 modelo intermitente é generalizado por meio da derivada fracionaria temporal
de Caputo. Para a dinamica ordinaria, demonstra-se que o aumento do
parametro associado ao transporte direcionado amplia o coeficiente de difusao
efetivo, mas nado altera o carater assintoticamente normal do processo. Na
generalizacao fracionaria, o segundo momento obedece a lei de poténcia de
expoente a, com 0 < a < 1, 0 que caracteriza subdifusao.

INTRODUCAO

Em 1801, o botanico escocés Robert Brown integrou uma expedicao a Australia
com o objetivo de estudar e catalogar a flora da regido. Anos mais tarde, em
1827, ao examinar ao microscépio particulas contidas em graos de podlen
suspensos em agua, Brown observou um movimento continuo, irregular e
aparentemente aleatério (BROWN, 1828). Ele verificou posteriormente que
particulas provenientes de materiais organicos e inorganicos apresentavam
comportamento semelhante, afastando a hipétese de que o fendbmeno
estivesse necessariamente associado a atividade vital (BROWN, 1828). Em
1905, Albert Einstein desenvolveu uma descricdo estatistica do movimento de
particulas microscépicas suspensas em um fluido (EINSTEIN, 1905). Em sua
abordagem, o deslocamento observado resulta do efeito cumulativo das
colisdes entre a particula suspensa e as moléculas do meio.

A construgcao matematica do movimento browniano foi formalizada por Norbert
Wiener em 1923 (RISKEN, 1996). Posteriormente, Uhlenbeck e Ornstein
investigaram processos brownianos com relaxagdo e forgas restauradoras
(RISKEN, 1996). Esses desenvolvimentos contribuiram para a consolidacdo
das equacdes de Langevin e de Fokker—Planck como ferramentas centrais no



estudo de processos estocasticos
(MENDEZ et al., 2014).
O objetivo deste trabalho é analisar, de forma progressiva, a difusdo livre:
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dependente do tempo: 9P =D(1)? D(@)=D(t/1)" (RISKEN, 1996), o
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processo de Ornstein—Uhlenbeck: %P =D0:p+k0.(xP) riSKEN, 1996) e um
modelo intermitente composto por um estado difusivo e dois estados
direcionados (MENDEZ et al., 2014):
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Também ¢é estudada uma generalizacdo temporal fracionaria do modelo

intermitente, formulada com a derivada de Caputo, isto é, o(L)—or(L)
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com n—1<a<n (EVANGELISTA e LENZI, 2018). A andlise enfatiza a
normalizacdo, os momentos, os limites assintéticos, a consisténcia dimensional
e a interpretacgéao fisica das figuras.
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MATERIAIS E METODOS

Para a implementagédo da pesquisa, realizou-se um levantamento do conteudo
bibliografico e da teoria a ser utilizada, com o objetivo de estabelecer suporte
tedrico para conhecer os métodos de solugcédo das equacgdes de difusdo e suas
extensdées. As principais ferramentas matematicas utilizadas foram as
transformadas de Fourier e de Laplace, suas inversas, e as derivadas parciais
e fracionarias. Particularmente, durante o processo de obtencdo da solucao
consideramos como condicao inicial p(x,0)=0Jd(x) e como condicdo de

contorno que p(xw,7r)=0. Para o caso em que temos um estado difusivo e
dois direcionados, consideramos a condi¢do inicial dada por p,(x,0)=09(x)e
P,(x,0)=p,(x,00=0 . Como condicdo de contorno usamos p,(xe,r)=0 e

P, (£0,1) = P, (+0,1) =0 .
RESULTADOS E DISCUSSAO

Com a andlise das equacdes de difusdo, foi possivel evidenciar como cada
termo altera o comportamento e evolucao da distribuicéo.

No caso da difusdo com termo difusivo dependente do tempo, é possivel notar
como o expoente em t afeta a distribuicdo da densidade de probabilidade na
Figura 1. O comportamento do deslocamento quadratico médio também é
influenciado por esta dependéncia temporal, levando a um comportamento que
desvia do caso usual, que € proporcional ao tempo. Para o processo de



Ornstein—Uhlenbeck, temos a presenca de uma forga externa proporcional a
posicao que nos conduz a uma solucao estacionaria para tempos longos, como
consequéncia de um deslocamento quadratico que tende para uma constante
neste mesmo limite.
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Figura 1 — Densidade de probabilidade para D(t) =t" et = 2. O expoente do segundo momento
é n+1

Cada expoente n modifica a forma da distribuicdo. Para n=0, observa-se uma
maior concentracao da distribuicdo em torno da posicao central, acompanhada
por um espalhamento mais lento. Ja para n=2, a concentracao na posi¢ao
inicial € menor, uma vez que a distribuicdo se espalha mais rapidamente.
Quando analisamos o transporte intermitente fracionario, observamos como a
ordem fracionaria altera a classe de transporte e o coeficiente direcionado
modifica predominantemente a amplitude. Tal diferenca € observada na Figura
2, comparando um modelo comum e um subdifusivo. Este grafico também
mostra a evolucao temporal do espalhamento da distribuicao. A medida que o
tempo aumenta, observa-se um crescimento dessa grandeza, indicando que a
distribuicao se torna progressivamente mais dispersa.
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Figura 2 — Comparagédo adimensional entre o modelo ordinéario (a = 1) e 0 modelo subdifusivo
(a =1/2), para Da = 0,1 ; A = 1 e dois valores do coeficiente direcionado.
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CONCLUSOES

Ao longo do trabalho desenvolvido investigamos diferentes aspectos da
equacao de difusdo levando em conta diferentes cenarios. Comegamos por
considerar a equacao de difusdo usual, depois incorporamos uma dependéncia
temporal no coeficiente de difusdo em forma de lei de poténcia, o qual nos leva
a uma difusdo andmala de acordo com a dependéncia temporal considerada.
No caso de uma forga externa com uma dependéncia linear com a posicao
temos o processo de Ornstein—Uhlenbeck com a distribuicdo estacionaria
governada por um comportamento Gaussiano. Depois do estudo destas
equacgdes consideramos 0 caso em que temos um processo intermitente e por
fim consideramos a presenca de derivadas de ordem nao inteira, ou seja,
fracionarias que estdo conectadas a difusdo anémala. De modo geral, as
transformadas integrais, a andalise de momentos e o calculo fracionario
fornecem uma estrutura consistente para estudar processos estocasticos com
difusdo, confinamento, alternancia de estados e meméria.
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