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RESUMO

Este trabalho apresenta os principais resultados desenvolvidos durante o projeto de
iniciacao cientifica Orbitas planetarias e leis de Kepler, no qual se realizou um
estudo das trés leis do movimento planetario de Johannes Kepler, contextualizadas
na mecanica classica e na gravitacdo universal de Newton. O objetivo geral do
projeto foi demonstrar e compreender o comportamento orbital dos corpos celestes
por meio da integragdo entre geometria analitica, calculo diferencial e leis de
conservacao. A metodologia fundamentou-se em revisao de bibliografia e reunides
semanais para discussao do material estudado. Dentre os resultados, destacam-se
a representagdo analitica de Orbitas elipticas através do estudo das codnicas, a
deducao formal da segunda lei de Kepler a partir da conservacdo do momento
angular e a verificagdo da terceira lei via formulagdo newtoniana da forga central
gravitacional. Conclui-se que a abordagem interdisciplinar entre matematica e fisica
fortalece e consolida a compreensao dos fenémenos astrondmicos vistos no
decorrer da iniciagao cientifica.

INTRODUCAO

O estudo da mecanica celeste é uma forma antiga de utilizar a matematica aplicada
na fisica. Historicamente, as trés leis de Kepler, formuladas no inicio do século XVII
a partir das observacdes astronémicas de Tycho Brahe herdadas por seu assistente
Johannes Kepler, descreveram empiricamente o movimento orbital dos corpos
celestes (Kepler, 1609). Posteriormente, Isaac Newton demonstrou que tais leis
decorrem diretamente das leis fundamentais da dinamica e da lei da gravitacao
universal, tornando assim a mecanica classica usada na Terra como uma regra que
funciona em qualquer canto do universo. A geometria analitica fornece os
fundamentos necessarios para a representacao das trajetérias orbitais por meio das
equacles cartesianas das cdnicas, enquanto o calculo diferencial possibilita analisar
a variacao das velocidades orbitais e das aceleracdes centripetas. O objetivo deste
trabalho € demonstrar e compreender as leis de Kepler, estabelecendo a conexao
tedrica entre a geometria das cdnicas, a dindmica newtoniana e os principios de
conservacao do momento linear e angular.
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REVISAO DE LITERATURA

A pesquisa foi conduzida seguindo uma metodologia de revisdo, estruturada em
etapas progressivas de estudo e modelagem matematica. Na primeira etapa,
realizou-se o estudo dos fundamentos de geometria analitica no plano (MOURA),
focando o entendimento de espacos cartesianos e euclidianos no capitulo 3 e no
estudo das cbnicas no capitulo 4, dando énfase a uma em especifico: a elipse,
compreendendo assim o lugar geométrico do conjunto de seus pontos, sua
excentricidade e a relagdao das duas ultimas com seus focos. Na segunda etapa,
abordaram-se os principios da mecanica classica (SERWAY; JEWETT, 2015),
iniciando com um estudo do movimento em duas dimensdes e modelos de analise
sobre movimento circular uniforme no capitulo 4, dando énfase as 3 leis de newton
no capitulo 5 e em suas aplicagdes para o0 movimento circular no capitulo 6. Os
capitulos 9 e 11 se referem, respectivamente, ao momentum linear e angular, que
sdo essenciais para o desenvolvimento da segunda lei de Kepler que foi estudada
no capitulo 13, este ultimo também nos apresenta a lei de gravitacdo universal de
Newton e como ela, somada ao momentum angular, é utilizada para a compreensao
das 3 leis de Kepler.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Antes de analisar o movimento planetario, é necessario compreender a geometria da
elipse. Uma elipse € o lugar geométrico dos pontos num plano cuja soma das
distancias a dois pontos fixos, chamados de focos (F; e F,), é constante e igual ao
comprimento do eixo maior (2a). Em um sistema de coordenadas cartesianas
centrado na elipse, sua equacéo € dada por:

x2 yZ

2 =l
Nesta equacao, a representa o semieixo maior (a metade do diametro mais longo) e
b representa o semieixo menor (a metade do didmetro mais curto).
O grau de achatamento dessa curva € medido pela excentricidade (e), calculada por:

C

e=-—
a

onde ¢ = Va? — b? representa a distancia do centro a um dos focos. A excentricidade
varia no intervalo 0 < e < 1. Quando e = 0, os focos coincidem no centro e a elipse
torna-se uma circunferéncia perfeita; quanto mais préoxima de 1, mais "achatada" a
cOnica se torna.

A partir do estudo da geometria conica e das referéncias histéricas consultadas,
compreende-se a forma das trajetorias planetarias resumida na primeira lei:

A primeira lei de Kepler afirma que os planetas descrevem érbitas elipticas em torno
do Sol, estando o Sol localizado em um dos focos da elipse.
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Para descrever o movimento planetario a partir da mecanica classica, considera-se
um planeta de massa m orbitando um corpo central (o Sol) de massa M, posicionado
na origem do sistema de coordenadas. O vetor posi¢do r indica a localizacdo do
planeta em relacao ao corpo central.

A atracado entre os dois corpos ocorre por meio da forga gravitacional (F), descrita

pela lei da gravitagao universal de Newton:
G-M-m
=————T
r2

Nessa expressao, G é a constante gravitacional universal, r € o médulo da distancia
entre as massas (comprimento de r) e € o vetor unitario orientado na direcao do
raio vetor. Por apontar sempre ao longo da linha que une o planeta ao centro atrator,
a forca gravitacional é classificada como uma forca central.
O torque () mede a capacidade de uma forca alterar o estado de rotacdo de um
corpo em relacao a um ponto de referéncia:

T=rXF

Como o vetor posicao r e a forga central F atuam na mesma linha de agédo (séo

paralelos), o produto vetorial entre eles é nulo (t = 0).

A auséncia de torque resulta na conservagdo do momento angular (L), definido por:
L=rxp=m(rxv)

onde p € o0 momento linear e v é a velocidade vetorial do planeta. Pela relacado

dL . ,
— =T= 0, conclui-se que o0 momento angular L permanece constante em méddulo,

direcao e sentido durante todo o percurso.
A conservagao de L garante que o movimento ocorra em um plano fixo e determina
a velocidade areolar, que representa a taxa de variacdo da area A varrida pelo raio

vetor em relagcao ao tempo t:
dA L

dt ~ 2m

Como o médulo do momento angular L e a massa do planeta m sao constantes, a
dA P . ., o .
taxa — também permanece invariavel. Isso constitui formalmente a segunda lei de

Kepler (lei das areas): o raio vetor que liga o planeta ao Sol varre areas iguais em
intervalos de tempo iguais. Em termos praticos, o planeta se desloca mais
rapidamente quando esta mais préximo do Sol (periélio) e mais devagar quando esta
mais afastado (afélio).

A terceira lei relaciona o tempo necesséario para o planeta realizar uma volta
completa ao redor do Sol — o periodo orbital (T) — ao tamanho de sua érbita,
expresso pelo semieixo maior (a).
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Integrando a velocidade areolar ao longo de uma revolugdo completa (tempo T), a
P . , P . dA L
area total varrida € a area de uma elipse (A = m - a - b). Sabendo que a taxa priiaiev

2m

é constante, a area total também é dada por A = (ﬁ) T.

Ao igualar as duas expressoes de area e aplicar a relacdo do momento angular em
orbitas elipticas em funcdo da massa do corpo central M e da constante

gravitacional G, obtém-se:
4m?
2 3
T = <G -M) a

Esta relacdo estabelece a terceira lei de Kepler: o quadrado do periodo orbital T é

42

diretamente proporcional ao cubo do semieixo maior a. Como o termo (W) depende

~ T? . . ya
apenas da constante ¢ e da massa do corpo central M, a razédo pellc idéntica para
todos o0s corpos que orbitam 0 mesmo objeto central.

CONCLUSOES

O estudo desenvolvido permitiu compreender e demonstrar a fisica do movimento
planetario e a estrutura das leis de Kepler no contexto da mecénica classica. A
articulacdo entre geometria analitica, célculo diferencial e leis de conservacao
evidenciou a importancia da fisica-matematica aplicada na astronomia.
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