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RESUMO

Neste trabalho estamos interessados em alguns teoremas importantes na area da
derivagdo em espacos de Banach que auxiliam o estudo de equacdes diferenciais
nesses espacos. A metodologia de estudo foi com base em bibliografias discutidas
em seminarios e os resultados obtidos foram as demonstragdes detalhadas desses
teoremas.

INTRODUCAO

Embora inicialmente a derivacédo tenha sido um conceito desenvolvido para funcdes
reais e, posteriormente, para funcbes entre espacos euclidianos, 0os conceitos de
derivada podem ser generalizados para funcdes definidas entre espacos de Banach.
Nesse contexto, este trabalho, de carater tedrico e bibliografico, tem como objetivo
estudar o conceito de derivagédo de funcées em espacos de Banach, utilizando como
fundamentacao tedrica resultados de analise e célculo diferencial. Como delimitagao
do estudo, serdo abordados resultados relacionados a derivacéo e a integracéao de
funcdes em espacos de Banach, com destaque para o Teorema Fundamental do
Célculo e o Teorema do Valor Médio. A partir das definicbes e resultados
desenvolvidos, serdo apresentadas as demonstracdes desses teoremas no contexto
desses espacos, evidenciando as condicbes necessarias para sua validade.

MATERIAIS E METODOS

Foram realizadas pesquisas bibliograficas, estudo, seminarios e discussao teérica
do tema abordado.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Apresentaremos abaixo as definicdes e resultados necessarios para compreender o
Teorema do Valor Médio e Teorema do Fundamental do Calculo e suas respectivas
demonstracdes, que podem ser encontrados em [1]. Enunciaremos também a
Generalizagdo do Teorema de Picard-Lindeléf em espacos de Banach, que nos
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garante a existéncia e unicidade de solugdo de uma Equacéao Diferencial Ordinaria
com determinadas hipéteses.

Uma métrica em M € uma fungdo d: M X M — R que a cada par ordenado (x,y) €
M x M associa um nuamero real d(x,y), chamado a distancia de x até y, de tal forma
que sejam satisfeitas as seguintes condi¢cdes para quaisquer x,y,z € M:

(d1) d(x,x) = 0;

(d2) Se x # y entdo d(x,y) > 0;

(d3) d(x,y) = d(y, x) (Propriedade simétrica);

(d4) d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) (Desigualdade triangular).

Sejam M, N espacos métricos. Uma aplicacao f: M - N é continua no ponto a € M
quando, para todo € > 0 dado, € possivel obter § > 0 tal que

dx,a) < 6> d(f(x),f(a)) <e.

Dizemos que f é continua quando ela é continua em todos os pontos que pertencem
aM.

Seja f:[a, b] » B uma aplicacdo, onde B é um espaco de Banache —o <a < b <
oo, Definimos as somas parciais

n

SP = Z f(t_l)(tl - ti—l); ti—l < Ei < ti,
{i=1}

onde P é umaparticdoa =t, <t; <--<t, =bde[ab] eAP = max,<j<n(t; — ti—1)
€ a norma da particdo. Analogamente a integral de Riemann classica, definimos

b
| r@ade=pm s,

caso esse limite comum exista para toda sequéncia de particdes (Py) tal que
AP, — 0,k — co.

Seja f: D(f) € R - B uma aplicacdo em um espaco de Banach B, com ¢, € int D(f).
Definimos a derivada de f no ponto t, como

Se esse limite existir. As derivadas superiores sao definidas iterativamente. As
derivadas laterais sdo definidas pelos limites laterais.
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O supremo (sup) é o menor elemento de um conjunto que é maior ou igual a todos
0s numeros desse conjunto.

(Teorema do Valor Médio) Seja f: [a, b] — B uma aplicacao continua no espaco de

Banach B. Suponha que f'(t) existe paratodo t € [a,b],— < a < b < oo; aqui f'(a)
e f'(b) sao limites laterais. Entdo sao validos os seguintes itens:

1.1 f) — f(@I] < (b — a) supace<yp |1 (O]1;

2. I[Ifgﬁ) —f(a@)— (b —a)f ()|l = (b — a) supacicn |If' (&) — f'(E)II, VEo E
a,bl;

3. f(b)—f(a) = [; f'(t) dt, se f' & continua em [a, b].

(Teorema Fundamental do Calculo) Seja F: [a, b] = B uma aplicagdo continua em
um espaco de Banach B, com —oo < a < b < 0. Definimos

£(6) = f F(s)ds, vt e [abl

Entao, f'(t) existe paratodo t € Ja,b[ e f'(t) = F(t).
Com esses e outros resultados, é possivel demonstrar o seguinte teorema:

(Generalizacao do Teorema de Picard-Lindeléf) Seja t, € R, y, € B, com B sendo um
espaco de Banach, e

Qy ={(t,y) ERXB:|t —to| < a,||ly —yol| < b},

para a, b > 0 fixos. Suponha que f: Q, — B seja continua e

f(&x) = fOWI<Lllx=yll,  V(x),(ty) € Qs

HfEWI <K, V(ty)€Q
onde L > 0,K > 0 sdo numeros reais fixados. Escolha c talque 0 < c < a e Kc < b.

Entdo as seguintes afirmacdes sao validas:
a) Existéncia e unicidade: O problema de valor inicial

x'(t) = f(&,x(@®), x(to) = o
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tem exatamente uma solugéo continuamente diferencidvel x(.) no intervalo
[to — ¢, ty +cl.
b) Aproximag&o sucessiva: A aproximagao sucessiva (x,) onde

Xnsn () = yo + f Fsxa(s)) ds, xo(8) = Yo,

converge uniformemente em [t, — ¢, t, + ¢] quando n — o para a solugcao
x(.). o

c) Dependéncia continua do valor inicial: A solugéo x(.) Depende
continuamente, com respeito a norma em C([t, — ¢, t, + c], B) no valor inicial

Yo-

CONCLUSOES

O projeto de iniciacao cientifica permitiu estudarmos alguns teoremas fundamentais
para o célculo diferencial e integral em espacos de Banach, incluindo o Teorema do
Valor Médio e o Teorema Fundamental do Calculo, além disso possibilitou
escrevermos detalhadamente varios resultados envolvendo o assunto estudado.
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