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RESUMO

Neste projeto, estudamos as transformagdes geométricas no plano
euclidiano, com especial atencao as reflexées. Primeiramente, abordamos conceitos
fundamentais como colineacdes, involucdes, translagdes, rotacdes, reflexdes,
isometrias e simetrias. Estudamos de modo mais detalhado as reflexdes no plano e
alguns resultados relacionados, como o teorema que estabelece que toda isometria
plana é a composigao de, no maximo, trés reflexdes. Também estudamos os grupos
de simetria de poligonos, como os grupos diedrais.

INTRODUCAO

Em 1872, foi proposto por Félix Klein o chamado Programa de Erlangen,
sugerindo que diferentes geometrias poderiam ser caracterizadas pelo seus grupos
de simetria. No contexto do plano euclidiano, uma isometria sera uma simetria para
um subconjunto do plano se deixar tal subconjunto invariante. Desse modo, as
reflexdes adquirem um papel central, pois toda isometria pode ser construida por
uma composicao de reflexdes.

Este projeto tem como objetivo estudar o comportamento e a estrutura das
reflexdes em torno de retas no plano. Intuitivamente, uma reflexdo atua como um
espelhamento geométrico de pontos: dada uma reta, chamada eixo de simetria,
cada ponto do plano é mapeado em um ponto correspondente localizado no lado
oposto desse eixo a uma mesma distancia ortogonal.

REVISAO DE LITERATURA

A metodologia utilizada consistiu na pesquisa em materiais bibliograficos que
abordam o tema do projeto, além da apresentacdo de seminarios semanais para a
orientadora. No estudo das transformacb6es geométricas no plano, utilizamos as
obras de George Martin (1982) e de Israel Herstein (1996), esta dltima para um
melhor entendimento da estrutura algébrica de grupo, que foi utilizada no estudo das
transformacgdes no plano.

~{UEM=" Rcvpg LS,




~fUEM==
35° Encontro Anual de Iniciacdo Cientiica | RN
15° Encontro Anual de Iniciagdo Cientifica Junior |l ENJ=NNI@:

N~ PPGUem

09 e 10 de novembro de 2026

RESULTADOS E DISCUSSAO

O principal objetivo do projeto foi estudar as reflexdes no plano euclidiano e
compreender as suas propriedades geométricas e algébricas. Iniciamos com o
conceito de transformacao plana, que consiste em uma correspondéncia biunivoca
do plano nele mesmo. Também estudamos algumas propriedades estruturais, como
o resultado de que a composicdo de transformacbes é ainda uma transformacao.
Além disso, exploramos alguns tipos especificos, como colineacdes, involugoes,
translagdes, rotacdes, reflexdes, isometrias e simetrias.

Em seguida, estudamos de maneira mais detalhada as reflexdes em torno de
retas no plano, verificando propriedades como a involutividade e a preservagao de
distancias (isometria). A partir das equagdes que descrevem uma reflexdo em torno
de uma reta pela origem, determinamos a matriz associada a essa transformacao,
estabelecendo uma relacdo entre a descricdo geométrica da reflexdo e sua
representacao algébrica.

Durante o desenvolvimento do projeto, esses resultados foram diretamente
relacionados com conceitos da Teoria de Grupos. Observamos que o conjunto G de
todas as transformagdes do plano possui uma estrutura de grupo quando munido da
operacdao de composicdo. Da mesma forma, o conjunto de todas as isometrias
planas também constitui um grupo, sendo um subgrupo de G. Essa estrutura
permitiu interpretar a composicao de transformacées como uma operagao algébrica
e utilizar propriedades de grupos para organizar e compreender as diferentes
transformacdes estudadas.

Em particular, verificamos que as reflexdes, embora sejam transformacdes
simples do ponto de vista geométrico, desempenham um papel fundamental na
estrutura do grupo das isometrias. Além disso, a posicao relativa das retas de
reflexdo determina o tipo de isometria obtida pela composi¢do: quando as retas sao
paralelas, a composicdo de reflexbes resulta em uma translacdo; quando sao
concorrentes, resulta em uma rotagdo. Esses resultados permitiram compreender
que as reflexdes nao constituem apenas uma classe particular de isometrias, mas
podem ser utilizadas como elementos geradores (de um grupo) para a construcao
de todas as isometrias planas. De fato, um resultado central da teoria estabelece
que toda isometria no plano é a composicao de, no maximo, trés reflexdes.

Por fim, utilizamos os resultados obtidos para estudar os grupos de simetria
de poligonos, em especial os grupos diedrais e aqueles gerados por rotacdes de
ordem finita. Neste contexto, as rotacdes e as reflexdes que preservam um poligono
séo interpretadas como elementos de um grupo, e suas composi¢coes determinam a
estrutura algébrica desse grupo.
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CONCLUSOES

Concluimos que as reflexdes ocupam uma posi¢do central no estudo das
isometrias e simetrias do plano, como elementos geradores dessas transformacdes.
Além de possuirem propriedades geométricas importantes, como a involutividade e
a preservacao de distancias, as reflexdes permitem construir outras isometrias por
meio da operacado de composicdo. Em particular, a composicéao de reflexdes produz
translagdes ou rotagdes, dependendo da posicao relativa das retas envolvidas.

Este estudo também permitiu compreender a relacado entre a Geometria de
Transformacodes e a Teoria de Grupos, uma vez que as transformacdes geométricas
também podem ser vistas como elementos de um grupo, determinado pela
composicao das transformacdes. Neste contexto, o estudo dos grupos diedrais nos
mostrou como as simetrias de uma figura podem ser descritas por meio de uma
abordagem algébrica, sendo as reflexdes e as rotagdes que preservam um poligono
os elementos de um grupo. Portanto, a Teoria de Grupos fornece uma linguagem
para organizar as transformacdes geométricas, enquanto que a Geometria dessas
transformacdes torna concretos conceitos puramente algébricos, como a
composicao e os geradores de um grupo.
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