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RESUMO

Este trabalho apresenta uma reformulagdo do meétodo Simplex classico de
programacao linear utilizando os fundamentos da Algebra Geométrica (AG) em
substituicao a Algebra Linear (AL) tradicional. O objetivo é desenvolver um algoritmo
alternativo que, embora ndo supere o Simplex convencional em eficiéncia geral,
ofereca maior clareza geométrica na representacdo do problema e apresente
vantagens computacionais em cenarios especificos, como a resolucao sequencial de
problemas semelhantes que diferem por algumas restricées. A metodologia consiste
em reescrever o problema de programacado linear no padrdo de maximizacao,
introduzindo variaveis de folga, e entao calcular o produto geométrico de todas as
restricdes, sendo a operacdo de maior custo computacional do método. Uma vez
obtido esse multivetor, que reune implicitamente todas as combinagdes possiveis de
tableaus, as operacdes de pivoteamento tornam-se computacionalmente baratas,
permitindo atualizar a funcéo objetivo em numero de iteragdes equivalente ao
Simplex tradicional. Observou-se que todo esse calculo prévio nos possibilita
reaproveitar valores entre problemas correlatos. O algoritmo foi implementado em
Julia utilizando a biblioteca MinGal, desenvolvida pelos autores em um projeto
anterior de iniciacao cientifica. Conclui-se que a abordagem geométrica constitui um
método de facil entendimento e possivelmente vantajoso em cenérios de otimizacao
continua de problemas com variaveis similares, contribuindo para a compreensao
intuitiva do Simplex e para a literatura de aplicacbes da algebra geométrica em
otimizagao.

INTRODUCAO

A programagao linear € uma das é&reas mais comentadas dentro da
otimizacdo matematica, com aplicacbes que vao do planejamento logistico a
engenharia, representando uma ampla gama de situagbes praticas. Dentre os
métodos classicos para resolugdo de problemas de programacéao linear, o método
Simplex, proposto por George Dantzig em 1947, permanece como referéncia
fundamental, sendo amplamente utilizado por sua eficiéncia pratica, apesar de sua
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complexidade do pior caso ser exponencial, descrito como [1(2 ), para LI sendo o
ndmero de variaveis de decisao do problema (Dantzig, 1963).

Paralelamente, a Algebra Geométrica (AG) tem se consolidado como uma
linguagem matematica capaz de expressar de forma compacta conceitos de algebra
linear, geometria analitica e calculo vetorial por meio de um unico formalismo
algébrico baseado no produto geométrico (Dorst; Fontijne; Mann, 2009). Sua
capacidade de representar subespacos, rotacdes e projecdes de maneira intrinseca
tem motivado sua aplicacdo em areas como computacao grafica, robdtica, fisica e
também otimizacao (Perwass, 2009).

Este trabalho tem como objetivo investigar a viabilidade de uma reformulacao
do método Simplex utilizando os operadores da algebra geométrica, substituindo as
operacdes matriciais tradicionais (pivoteamento por linhas) pelo produto geométrico
entre os multivetores que representam as restricbes do problema. A pesquisa € de
carater teorico-computacional, com desenvolvimento de algoritmo préprio e
implementagdo em linguagem Julia, utilizando a biblioteca de algebra geométrica
MinGal, desenvolvida pelos autores em projetos anteriores (Lorengone, 2025).
Busca-se, com isso, nao superar o desempenho do Simplex classico em problemas
gerais, mas oferecer uma alternativa geometricamente interpretavel e
computacionalmente vantajosa em situacées de execugdes simultaneas, isto €,
quando multiplos problemas semelhantes precisam ser resolvidos sucessivamente.

MATERIAIS E METODOS

A AG tem origem nos trabalhos de Hermann Grassmann (1844) sobre algebra
exterior e de William Kingdon Clifford (1878), que unificou os produtos interno e
externo no entdo operador de produto geométrico. Para dois vetores [1 e [1 em um
espaco euclidiano, o produto geométrico € definido como:

b = 0-04+0A0

Em que [1- 1 é o produto interno e [1 A [1 € 0 produto externo, que representa
a area orientada do paralelogramo formado pelos dois vetores (Dorst; Fontijne;
Mann, 2009). Diferentemente da algebra vetorial classica, a AG permite operar
diretamente com multivetores, que sdo somas de elementos de diferentes graus
(escalares, vetores, bivetores...), dentro de uma unica algebra fechada, o que
elimina a necessidade de recorrer a representagcdes matriciais para transformacdes
geomeétricas (Perwass, 2009). Essa caracteristica é o que torna a AG atrativa para a
reformulacdo proposta neste trabalho, visto que cada restricdo linear de um
problema de otimizagcdo pode ser tratada como um vetor em um espaco de
dimensao igual ao numero de varidaveis (incluindo as de folga), e o produto
geométrico entre essas restricoes passa a condensar, em um Unico multivetor,
informacdes equivalentes a multiplos tableaus do Simplex.

Por sua vez, o método Simplex resolve problemas de programacéao linear na
forma padrao:

000 00 0ooDooo00 00<0,020
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em que (10107 00" e Y. O procedimento classico consiste em (i)
introduzir variaveis de folga para converter as desigualdades em igualdades, (ii)
construir o tableau inicial a partir de uma solucédo basica factivel, (iii) identificar a
variavel de entrada (coeficiente mais negativo na linha da fungdo objetivo), (iv)
identificar a variavel de saida pelo teste da razdo minima, (v) realizar o
pivoteamento, atualizando o tableau, (vi) repetir os passos de (iii) a (v) até que nao
haja mais coeficientes negativos na fungao objetivo, indicando otimalidade (Dantzig,
1963). Geometricamente, cada iteragdo corresponde a caminhar entre vértices
adjacentes do politopo definido pelas restricdes, sempre na direcdo de crescimento
da funcéo objetivo.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Durante os trabalhos no projeto, foram percebidas e desenvolvidas as
seguintes etapas gerais, em forma de algoritmo, para escrever e resolver o problema
utilizando conceitos da algebra geométrica.

Seja a funcao objetivo [1(11) de [1 variaveis, descrita no formato padrao de
maximizacdo e [1; , 0 conjunto de todas as restricbes estipuladas, escritas em
formato de multivetores da AG de espaco projetivo [11([1+ [1,0,7) com as suas
devidas variaveis de folga estipuladas. Inicialmente, (i) calcula-se [1 = [14[1,...[1; O
produto geométrico de todas as restricdes e define-se a base trivial como (1, descrita
com as variaveis de folga estabelecidas (agora blades canbnicos). O multivetor [
combina implicitamente todas as configuragdes possiveis de tableaus do problema.
Depois (ii), verifica se todos os coeficientes de [1([]) sdo positivos, como condicéo
de otimalidade. Caso néo, (iii) escolha o elemento com o menor coeficiente de [1([1),
que sera a coluna pivé. Para cada restricdo da base (1 (iv), descubra a linha pivo
com o teste da razdo minima. (v) Atualize os valores da base [1 e da funcdo objetivo
[1(L)) de acordo com a linha pivd. (vi) Volte ao passo (i) e repita até atingir a
condicdo de parada. Por fim, leia o resultado final na funcao de objetivo [1([)
gerada.

Uma propriedade central identificada € que as diversas combinagdes lineares
que sao realizadas no Simplex classico nao precisam ser feitas com este método, ja
que [1 centraliza todas as possibilidades. Isso decorre da natureza multilinear do
produto exterior, componente do produto geométrico, que ja esta implicito no calculo,
responsavel por calcular todas as variagcdes possiveis. Como consequéncia pratica,
guando um conjunto de problemas compartilha a maioria de suas restricoes e difere
apenas em uma ou poucas delas, é possivel reaproveitar o produto geométrico
previamente computado e inserir apenas as restricbes modificadas, evitando o
recélculo completo, que é a etapa mais custosa do método. Além disso, implica
também que todo o calculo iterativo de pivotamento sera simplificado em questao de
complexidade computacional.

O algoritmo foi implementado na linguagem Julia, escolhida por seu
desempenho numérico e suporte nativo para matematica, utilizando a biblioteca de
algebra geométrica MinGal.jl. A biblioteca fornece as estruturas de multivetores e as
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operacdes de produto geométrico, exterior e interno necessarias a implementacao,
além de documentacao prépria dos tipos e fungdes utilizados.

Por fim, observou-se que, embora com o alto custo de calculo inicial (pago
apenas uma vez), cada operacao de pivoteamento pdde ser realizada por meio de
projecoes sobre o multivetor ja calculado, com custo inferior ao da reconstrucao
matricial tradicional. O numero de iteracdes necessarias até a convergéncia
manteve-se equivalente ao do Simplex classico, ja que a légica de escolha de
variaveis de entrada e saida foi preservada.

CONCLUSOES

Este trabalho apresentou uma reformulacdo do método Simplex utilizando
algebra geométrica, substituindo as operacdées matriciais tradicionais pelo calculo do
produto geométrico entre as restricoes do problema. Embora o método proposto ndo
seja competitivo com o Simplex classico em termos de eficiéncia geral, devido ao
alto custo do calculo inicial do produto geométrico, ele demonstrou vantagens
relevantes em aspectos de maior clareza e interpretabilidade geométrica do
processo de otimizacdo e possibilidade de aplicacdo em cenarios de multiplos
problemas semelhantes, diferindo por poucas restricbes, em que precisam ser
resolvidos sequencialmente.
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