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RESUMO

Este trabalho avalia um método quase-Newton para otimizagao irrestrita baseado
em reflexdes de Householder, o qual constrdi a direcdo de busca sem atualizar ou
armazenar explicitamente a matriz Hessiana, satisfazendo a equacdo secante de
forma implicita. Para contornar a auséncia de garantias de descida na direcao pura,
foram desenvolvidas variagdes com salvaguardas. Em testes com 197 problemas do
repositério CUTEst (de dimensdes 2 < [1 < 1000), a variante com salvaguarda por
gradiente obteve 52,3% de convergéncia, superando o método de Cauchy (49,2%),
embora abaixo de BFGS (75,1%) e LBFGS (92,9%). Os resultados confirmam a
viabilidade numérica e o baixo custo por iteracdo do método, apesar da perda de
eficiéncia em problemas de maior porte.

INTRODUCAO

Métodos de otimizagao irrestrita baseados em informacao de segunda ordem, como
o método de Newton, utilizam a matriz Hessiana da fungao objetivo para construir
direcbes de busca que, sob condicoes adequadas, produzem convergéncia
superlinear ou quadratica nas proximidades de um minimo local (NOCEDAL;
WRIGHT, 2006). Entretanto, o calculo exato da Hessiana € frequentemente inviavel
ou custoso em problemas de grande porte, 0 que motivou o desenvolvimento dos
métodos quase-Newton. Os métodos quase-Newton constroem, a cada iteracao,
uma aproximacao da Hessiana (ou de sua inversa) utilizando apenas informacdes
de gradiente sucessivas, impondo que essa aproximacdo satisfaca a chamada
equacao secante. O método BFGS ¢é o representante mais difundido dessa classe,
atualizando a aproximacao por meio de correcoes de posto baixo (NOCEDAL;
WRIGHT, 2006). Neste trabalho, propde-se uma via alternativa para obter uma
direcdo de busca que satisfaca implicitamente a equacdo secante: em vez de
atualizar uma matriz de aproximacado da Hessiana, constréi-se uma reflexdo de
Householder (GOLUB; VAN LOAN, 2013) a partir dos vetores normalizados de
deslocamento e de variagcdo do gradiente entre duas iteracdes consecutivas. Essa
reflexdo define uma direcdo candidata sem exigir o armazenamento ou a atualizacao
explicita de uma matriz completa. O objetivo deste estudo é investigar a viabilidade
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numérica dessa abordagem frente a métodos consolidados, como o gradiente com
busca de secao aurea e o LBFGS.

MATERIAIS E METODOS

Os métodos foram implementados na linguagem Julia (BEYER; BINDER; VOSS,
2017), utilizando o pacote CUTEst (GOULD; ORBAN; TOINT, 2015) para acesso aos
problemas-teste e busca linear de Armijo para o controle do tamanho do passo.

A cada iteracdo, sejam (1 = (1,4 — [, e [ =00 49) — O0O(0). Definem-se
os vetores unitarios [, = /||C|] e I, = [O/||]|, € o vetor de reflexdo 6 = [ —
Oy, O=0/]10]]. A partir de [1, constréi-se o termo de reflexdo n = 20(0 00) ,
utilizado para formar a direcdo candidata 1 = (0] — [I), com a = ||I]|/[IZ]],
obtida de tal forma que, sob a hipétese a« > 0, a matriz implicita associada a [
satisfaz a equacao secante [1[1 = [J. Como nem sempre [] resulta em uma direcao
de descida (isto é, v [1 < 0), duas varia¢bes foram estudadas:

« Householder “puro”: utiliza [1 diretamente, sem qualquer verificagcdo de descida,
com passo fixo (padrdao quase-Newton).

« Householder com salvaguardas: quando v [ >0 , temos duas classes de
salvaguarda, a primeira recorre-se a dire¢cdes de reserva construidas a partir de
combinagdes da reflexdo com a identidade para basicamente garantir que a matriz
seja positiva definida dado que temos a decomposicao espectral do refletor de
householder bem caracterizada ( [1 = [1[1 — ([J+ [)[I[], paray € {1,0; 1,1} ou, de
forma mais simples, a segunda salvaguarda retorna a direcao do gradiente negativo.
Esses métodos foram comparados com o método de Cauchy (gradiente com busca
linear por secdo aurea) e o LBFGS do pacote JSOSolvers, em problemas
selecionados do CUTEst sem restricdes. Foram feitos varios testes com parametros
diferentes, porém os selecionados para este documento utilizaram como critério de

parada (10100, = 20.000 ou ||[11]] < 10™% num geral de 197 problemas irrestritos
de dimensdes maiores ou iguais que 2 até menores ou iguais que 1000.

RESULTADOS E DISCUSSAO

A avaliacdo comparativa abrangeu taxa de convergéncia (robustez), contagem de
iteracoes, avaliacbes de funcédo e desempenho relativo em relacao a dimensao dos
problemas. A Tabela 1 sintetiza os principais indicadores obtidos para cada
algoritmo.

Tabela 1: Comparacao de desempenho dos métodos no repositério CUTEst (197
problemas).

Método Convergéncia Pequenos (n < 6) Grandes lteragbes Aval. f Tempo (s)
Gilobal (n>6) (Mediana) (Mediana) (Mediana)
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Método Convergéncia Pequenos (n < 6) Grandes lteragbes Aval. f Tempo (s)
Gilobal (n>6) (Mediana) (Mediana) (Mediana)
LBFGS 92,9% 93,1% 92,7% 31,0 48,0 0,0002
(183/197)
BFGS 75,1% 85,1% 64,6% 30,5 92,0 0,0001
(148/197)
HH Gradiente 52,3% 65,3% 38,5% 186,0 839,0 0,0014
(103/197)
Cauchy 49,2% (97/197) 60,4% 37,5% 117,0 787,0 0,0005
HH 43,7% (86/197) 55,4% 31,2% 160,5 541,0 0,0003
Identidades
HH Puro 37,1% (73/197) 45,5% 28,1% 22,0 24,0 0,0000
A inclusdo de salvaguardas foi determinante para estabilizar a reflexdo de

Householder. A variante Householder Puro sofreu 25 falhas decorrentes da geracao
de valores ndo numéricos (NaN) pela auséncia do critério de descida. Com a
salvaguarda por gradiente (HH Gradiente), os erros ndo numéricos foram eliminados
e a taxa de convergéncia subiu para 52,3%, superando o método de Cauchy
(49,2%).

Note-se uma perda de eficiéncia em problemas de dimensao maior (n > 6) para
todas as variantes de Householder (caindo de ~65% em problemas pequenos para
~38% em problemas maiores). Por outro lado, nos casos em que convergiu, o HH
Puro apresentou a menor mediana de iteracdes (22,0) e de avaliacées de fungao
(24,0) de todo o benchmark, indicando reduzido custo computacional por iteragao
convergente.
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Figura 1: Perfil de Desempenho (Performance Profile) em relagdo ao numero de iteragcées para os
meétodos comparados no repositorio CUTESt.

O perfil de desempenho (Figura 1) evidencia a superioridade global do LBFGS e do
BFGS em termos de robustez e velocidade. Contudo, confirma que a variante HH
Gradiente é competitiva com o método de Cauchy, posicionando-se acima deste na
maioria dos patamares da razao de performance.

CONCLUSOES

Conclui-se que o método proposto € numericamente viavel como alternativa de
baixo custo computacional para a geracao de direcbes quase-Newton, dispensando
o armazenamento explicito de matrizes. Embora sua robustez global seja inferior a
dos métodos consolidados (como LBFGS e BFGS), a variante HH Gradiente
superou 0 método do gradiente de Cauchy em taxa de convergéncia (52,3% contra
49,2%), demonstrando potencial pratico que pode ser aprimorado em pesquisas
futuras por meio de novas estratégias de salvaguarda.
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